MAT729: Algébre commutative et géométrie algébrique

Chapitre I: Anneaux
Partout dans ce cours, tous les anneaux sont commutatifs avec identité.
1.1. Domaines d’intégrité

Partout dans cette section, on se fixe D un domaine d’intégrité, c’est-a-dire, D est un
anneau non nul n’ayant pas de diviseurs de zéro. On appelle a € D unité si a admet un
inverse a=' € D. On dit que a est irréductible si a est non unité et a = be avec b,c € D

entraine que b ou c est unité.

1.1.1. Définition. On appelle D domaine a factorisation unique si toute non unité a
de D se factorise en produit d’éléments irréductibles et cette factorisation est uniquement a

Iordre pres et a des unités pres.

Exemple. (1) Z est un domaine a factorisation unique.

(2) Si K est un corps, alors K[t] est un domaine a factorisation unique.

(3) R = Z|V/-5] = {a + bv/=5 | a,b € Z} n’est pas domaine & factorisation unique. En
effet, 9 =3 x 3= (2+/-5)(2 - V/-5), ou 3,2+ /=5 et 2 — /=5 sont irréductibles.

On dit que p € D est premiersi p est non unité et p | ab avec a, b € D entraine que p | a ou
p|b. 1l est évident que si p est premier, alors p est irréductible. Mais la réciproque n’est pas
vraie. Par exemple, 3 € Z[/—5] est irréductibe et 3 | (2++1/=5)(2—+/—5) mais 3 f2++/=5
et 3 J2 — /5.

1.1.2. Théoreme. Un domaine d’intégrité D est un domaine a factorisation unique si
et seulement si

(1) Tout élément irréductible est premier.

(2) Il n’y pas de suite infinie {ay, as, ..., an, -+, } telle que a;11 | a; et a; fa;.q.

En effet, (2) est équivalent a la condition que tout non unité se factorise en produit

d’éléments irréductible et (1) est équivalent a l'unicité de factorisation.



Exemple. Tout domaine a idéaux principaux est un domiane a factorisation unique.

1.1.3. Théoreme. Si D est un domaine a factorisation unique, alors il en est de méme

pour DJt].

1.1.4. Corollaire. Si K est un corps, alors Klty,...,t,] est un domaine & factorisation

unique.
1.2. Le spectre d’'un anneau
On se fixe A un anneau non nul. Ainsi A admet au moins un idéal maximal.

1.2.1. Définition. Un idéal P de A est dit premier si A/P est un domaine d’intégrité,

c’est-a-dire, P # A et ab € P entraine que a € Pou b € P.

Remarques. (1) A est un domaine d’intégrité si et seulement si 0 est un idéal premier.

(2) Un idéal maximal M de A est premier car A/M est un corps.

1.2.2. Définition. L’ensemble des idéaux premiers de A s’appelle spectre de A, noté

Spec (A).
Remarque. Spec(A) est non vide car A admet des idéaux maximaux.

Exemples. (1) Spec (Z) = {(a)|a =0 ou premier}.
(2) Si K est un corps, alors Spec (K) = {0} et

Spec (k[t]) = {(f(t))| f(t) =0 ou irréductible}.
1.2.3. Proposition. Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux. Si P est un

idéal premier de B, alors le contraction P¢ = ¢~'(P) de P est un idéal premier de A. Par

conséquent, ¢ induit une application
¢° : Spec (B) — Spec (A) : P — P°.

Démonstration. Si ab € P¢, alors ¢(a)p(b) € P. Ainsi ¢(a) € P ou ¢(b) € P. Donc

a € P°ouace€ PC.



1.2.4. Lemme. Soit [ un idéal propre de A. Si P est un idéal de A contenant I, alors
P €Spec (A) si et seulement si P/I € Spec (A/I). Par conséquent,

Spec (A/I)={P/I |1 C P € Spec(A)}.
Démonstration. On a (A/I)/(P/I) = A/P.
1.2.5. Définition. Soit I un idéal de A. On appelle
Var (1) = {P € Spec(A) | I C P}
la variété de I.
On voit aisément que si I C J, alors Var (J) C Var (I).

1.2.6. Lemme. (1) Var (A) = 0 et Var(0) =Spec (A).
(2) Soit {I) | A € £2} une famille d’idéaux de A. Alors

Mxeg Var (1) = Var (Z I)).
AES

(3) Soient I, ..., 1, des idéaux de A. Alors

U, Var (1;) = Var (N, ;).

1.2.7. Théoréme. Si on définit les ensembles fermés de Spec (A) comme étant les
variétés des idéaux de A, alors Spec (A) devient un espace topologique, appelé topologie de

Zariski.

1.2.8. Proposition. Soit I <t A. Alors Var (I) admet un membre minimal.

Démonstration. Var (/) est ordonné par l'ordre “ <7 définie par P < @ si Q C P.
Soit (2 une chaine de Var (/). Alors Q = N{P | P € 2} est un majorant de (2. Ainsi
(Var (1), <) est inductive, et donc admet un membre maximal. C’est-a-dire (Var (1), C)

admet un membre minimal.

On appelle les membres minimaux de Var (1) les idéauz premiers minimauz appartenant

al.



Une partie S de A est dite multiplicativement stable si 1 € S et a,b € S entraine que
ab € S.

Remarquons que P < A est premier si et seulement si A\ P est multiplicativement stable.
Exemple. Soit a € A. Alors {1,a,a?,...,a", ..., } est multiplicativement stable.

1.2.9. Lemme. Soit S une partie multiplicativement stable de A. Si I est un idéal de
A tel que IN'S =0, alors il existe P € Var (I) tel que PN S = .

Démonstration. Posons 2 ={J<A|I CJ, JNS =0}. Alors 2 est inductive. Ainsi
(2 admet un membre maximal, disons P. Soient a,b € A\P. Alors [ C P C P+aA. Ainsi il
existe x € SN (P +aA). De méme il existe y € SN(P+bA). Onaz =p+arety=q+bs
avec p,q € Petr,s € A. Or xzy = py + (ab)(rs) € S. Ainsi xy € P car PN S = (). Ce qui
donne ab ¢ P. Donc P est premier.

Soit I un idéal de A. La racine de I est I'idéal
VIi={acAl|d el pourun n>1}.
On voit aisément que vI NJ = /I N+/J. En outre si P est premier, alors P = P.
Rappelons que le nilradical de A est
N(A)={a€A|a" €I pourun n > 1}.
On voit que N (A) = /0.

1.2.10. Proposition. Soit I <t A. Alors v/ = N{P| P € Var (I)}.

Démonstration. Si a € VI, alors a” € I pour un n > 1. Ainsi «” € P pour tout
P € Var (I). Ce qui donne a € N{P|P € Var(I)}.

D’autre part, suppososn que a & v/I. Alors IN{1,a,...,a",...,} = 0. Ainsi il existe
P e Var(I) tel que a ¢ P. Ainsi a ¢ "{P|P € Var (I)}.

En particulier, on voit que A" (A) = v/0 = N{P| P € Spec (A)}. Rappelons que le radical
rad (A) de A est 'intersection des idéaux maximaux de A. Ainsi N (A) Crad (A).



1.3. Idéaux primaires

On se fixe A un anneau non nul.

1.3.1. Définition. Un idéal @) de A est dit primaire si A/Q est non nul et tout diviseur
de zéro de A/Q est nilpotent, c’est-a-dire, ab € Q entraine que a € Q ou b € /Q.

On voit aisément qu’un idéal premier est primaire.

Exemple. Soit @ = (a) < Z avec a > 0. Alors @ est primaire si et seulement si a = 0
ou a = p" avec p premier et n > 1. En effet si a = pgb avec p, ¢ premiers distincts. Alors

gb, p™ & @ pour tout n > 1.

Rappelons que A est dit local sirad (A) est un idéal maximal et ainsi le seul idéal maximal.

On sait que A est local si et seulement si tout a € A\ rad (A) est une unité.

1.3.2. Proposition. Si @ est un idéal de A tel que /@Q est un idéal maximal, alors Q
est primaire.

Démonstration. On a N(A4/Q) = /Q/Q, ce qui est maximal par hypothese. Ainsi
rad (4/Q) = N(A/Q) et donc A/Q est local. Donc tout élément de A/Q) est nilpotent ou

une unité. Ainsi tout diviseur de zéro de A/Q est nilpotent, c’est-a-dire, ) est primaire.
Remarque. Si M est un idéal maximal de A, alors pour tout n > 1, M™ est primaire.

1.3.3. Proposition. Soit Q un idéal primaire de A. Alors 1/Q est le seul idéal premier
minimal appartenant a Q).

Démonstration. On voit aisément que /@ € Var (Q). Supposons que P € Var (Q). Si
a € /@, alors a" € Q pour un n > 1. Ainsi a € P. Donc /Q est le plus petit idéal dans

Var (Q).

1.3.4. Définition. Soit P € Spec (A). Un idéal primaire @) de A est dit P-primaire si

JQ=P.

Exemple. Considérons I'anneau Z. Le seul idéal O-primaire est 0. En outre si p est un

entier premier, alors les idéaux (p)-primaires sont (p") avec n > 1.
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1.3.5. Définition. Un idéal I de A est dit décomposable si

I=0Q:N---NQ,, ; primaire.

Exemple. Soit a € Z avec a > 1. On a a = pi*---p%, ou les p; sont des premiers

distincts et o; > 0. Or
(a) = (p1*) N---N(pR")

est une décomposition de (a). Ainsi tout idéal I < Z est décomposable.

1.3.6. Proposition. Soit I un idéal décomposable de A. Alors le nombre des idéaux
premiers minimaux appartenants a I est fini.
Démonstration. Soit [ = Q1N ---NQ, avec les ); primaires. Supposons que P est un

idéal premier minimal appartenant a I. Alors P D Q1 N---NQ,. Ainsi

P=vVP2\/Qin - NQu=vVQiN-NyVQ,2VQ:i Q.

Ainsi P O +/Q; pour un 1 < ¢ < n. Donc P = /Q); d’apres la minimalité de P. Ce qui

acheve la preuve.

Remarque. Si [ est décomposable avec Py, ..., P, les idéaux premiers minimaux appar-
tenants a I, alors

Vi=PN---NP.

Si I est un idéal de A et a € A, alors (I : a) = {b | ab € I} est un idéal de A contenant
I C(I:a). On voit aisément que (I NJ :a)=(:a)N(J:a).

1.3.7. Lemme. Soient P € Spec (A) et @ un idéal P-primaire de A. Pour tout a € A,

(1) Sia € @, alors (Q:a) = A.

(2) Sia ¢ @, alors (Q

(3) Sia¢ P, alors (Q:a) =

Démonstration. (2) Suppsons que a ¢ Q. Comme Q C (Q : a), P=+/Q C /(Q : a).
Sibe \/(Q:a), alors il existe n > 1 tel que b" € (Q : a). Ainsi ab” € Q. Comme a & Q,
on ad® € /Q = P, et donc b € P. Ce qui montre \/(Q:a) = /Q = P. En outre

:a) est P-primaire.
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suppsons que bc € (Q :a) et b & (Q : a). Alors ab ¢ Q. Mais (ab)c = a(bc) € Q. Ainsi
c€+v/Q C /(Q:a). Donc (Q : a) est P-primaire.

(3) Suppsons que a € P. Sib € (Q : a), alors ab € . Ce qui donne b € () comme
ad+/Q. Ainsi (Q :a) C Q. Donc (Q :a) = Q.

1.3.8. Définition. On dit que I < A est irréductible si I = I; N I, avec I; < A entraine

que I =1, ou I = Is.
Remarque. Tout idéal premier est irréductible.

1.3.9. Lemme. Soit A noethérien. Alors tout idéal irréductible de A est primaire.

Démonstration. Soit I < A irréductible. Supposons que ab € I. Alors
(I:0)C(I:)C---C(I:b")C .

Comme A est noethérien, il existe ng > 1 tel que (I : 0™) = (I : ™) pour tout n > ny. On
veut motrer que I = (I + Aa) N (I + Ab™). En effet, si x € (I + Aa) N (I + Ab™), alors
r=c+ra=d+ sb™ avec c,d € [ et r,s € A. Or xb = db + sb™*! = cb+ rab € I. Ainsi
sb™*l € I. Donc s € (I : b"t) = (I :b™). Ce qui signifie que z € I. Par conséquent,
I = (I+ Aa)N (I 4 Ab™). Comme [ est irréductible, soit [ = I + Aa soit [ = I + Ab™.

Donc a € I ou b € V/I. Ce qui montre que I est primaire.

1.3.10. Théoréme. Soit A nothérien. Alors tout I <1 A est décomposable.

Démonstration. Posons 2 = {I <A | I non décomposable}. Supposons que {2 est non
vide. Comme A est nothérien, {2 admet un membre maximal, disons [y. Alor sy n’est pas
primaire. D’apres le lemme 1.3.9, [y n’est pas irréductible. Donc Iy = I} N I, avec I; C .
Comme [ est maximal dans {2, I et I sont décomposables. Ainsi Iy I'est aussi. Ce qui est

une contradiction.
1.4. Anneaux et modules de fractions

On se fixe A un anneau et S une partie multiplicativement stable. On a une relation

[13 b

d’équivalence “ ~ 7 sur A x S définie par
(a,s) ~ (b,t)= Ju e S tel que u(at —bs) = 0.
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a
La classe d’équivalence de (a,s) € A x S est notée —.
s

a
1.4.1. Proposition. S™'A = {— | (a,s) € A x S} est un anneau pour les opérations
s

sulvantes:
a b at+bs a
—4-= et — —.
S t st S st

On appelle S™'A I'anneau des fractions de A par rapport a S

1_) ab
t

Remarques. (1) Si A est un domaine d’intégrité, alors (A*) "' A est le corps de fractions
de A.
(2) Si0€e S, alors ST1A = 0.

Exemple. Sib e A, alors S = {1,b,0?,...,b", ..., } est multiplicativement stable. Alors
SflA:{bﬁnmeA, n > 0}.
Dans ce cas, on note A, = S~ A.

1.4.2. Proposition. L’application

¢:A—>S‘1A:ar—>%

est un homomorphisme d’anneaux. En outre
(1) Pour tout s € S, ¢(s) est une unité.
(2) S7'A = {¢(a)d(s)" | (a,s) € Ax S}.
(3) Ker () = U{(0: 5) | s € S}.

Si I <A, on note S7'T = {g | (a,s) € I x S}. Remarquons que as € S~'I n’entraine
s

pas nécessairement que a € I.

1.4.3. Théoréme. Supposons que 0 ¢ S et posons 2 = {P € Spec(A4) | PN S = 0}.
Alors
®: 2 — Spec(ST'A): P STIP

est un isomorphisme de treillis.

Démonstration. Soit P € (2. D’abord a € S7'Psiet seulement sia € P car PNS = (.

s
b b
Ainsi S71P # S7'A. Or si e i a_t € S7'P, alors ab € P. Donca € Poub € P. Par
s s



conséquent, S~'P est premier. En outre si P, P, € §2, alors P, C P, si et seulement si
S=ipP Cc S7IP,.
Enfin soit @ € Spec (S7'A). Alors P = ¢~ (Q) €Spec(A). Si s € PN S, alors ‘e Q

est inversible, ce qui est impossible. Donc P NS = (). Or si p € P, alors pour tout s € S,

p_ d(p)p(s)™' € Q. Ainsi ST'P C Q. Si ¢ ¢ Q avec (a,s) € A x S, alors % = ;ﬁ € Q.

s s s

Ce qui donne a € P. Ainsi ¢ € S7'P. Par conséquent, Q = S~'P. Ce qui acheve la
s

démonstration.

1.4.4. Définition. Soient P € Spec (A) et S = A\P. On appelle S7'A la localisation

de A & P et on note Ap = S~ A.
1.4.5. Théoréme. Soit P € Spec(A). Alors Ap est local et rad (Ap) = S™'P avec

S — A\P.
Démonstration. Soit Q IS tA et Q € S7LP. Alors il existe % e Q\S™'P. Ora¢ P,
s

a
et donc a € S. Par conséquent, — est une unité. Donc Q = S~'A. Ce qui montre que S~'P
est le seul idéal maximal de S—!A.

Exemple. Soit p un entier premier. Alors

a
Zy) ={; €@labe Z, p [b}.

1.4.6. Corollaire. Soient P € Spec (A) et 2 ={Q € Spec(A) | Q C P}. Alors

® : 2 — Spec(Ap): Q — ST'Q

est un isomorphisme de treillis, ou S = A\ P.
Démonstration. Pour tout @ € Spec (A), Q@ NS = 0 si et seulement si Q C P

“~7 sur M x S définie par

¢
~

Soit M un A-module. On a une relation d’équivalence

(x,s) ~ (y,t)< Ju e S tel que u(tr — sy) = 0.

La classe d’équivalence de (z,s) € M x S est notée —.
s



1.4.7. Proposition. Soit M un A-module. Alors S™'M = {E | (z,s) € M x S} est un
s

S~ A-module pour les opérations suivantes:

t
+g: T+ sy ot a %‘
st

t st S

VRS

x
t
On appelle S™YA I'module des fractions de M par rapport a S

Remarque. S™!M est également un A-module si 'on définit

ax axr

1ls S

T
a._
S

Si f: M — N est un homomorphisme de A-modules, alors

S5 s L IW
S S

est un homomorphisme de S~'A-modules. Ainsi on a un foncteur

S~1: Mod A — Mod (S~ A).

1.4.8. Théoréeme. Le foncteur
S~ :Mod A — Mod (S7'A)

est exact.

Démonstration. Soit M LN N -2 L une suite exacte de Mod A. Alors
S—1lg

s s NS g

est une suite de Mod (S7!A) telle que (S~1¢)(S1f) = 0. Soit /s € STIN tel que g(z)/s = 0.
Alors il existe u € S tel que 0 = ug(z) = g(ux). Ainsi ux = f(y) avec y € M. Ce qui donne

/s = (ux)/(us) = f(y)/us = (S7' f)(y/us).
Ce qui acheve la démonstration.

1.4.9. Proposition. Le foncteur S~! est isomorphe au foncteur S™'A®4 —.
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Démonstration. Soit M est A-module. On voit aisément qu’il existent des homomor-

phismes de S~ A-modules

1
by STIM — STt A®p M - §|—>—®J; et Yy STTAQrM — STIM g(}Z>x|—>%.

S S S

On voit que ¢j; est un isomorphisme ayant pour 'inverse ¢y;. Or il est facile de vérifier que
¢={oy|MeModA}: S' - S TA®, —
est un isomorphisme de foncteurs.

1.4.10. Corollaire. S7!'A est un A-module plat.

Démonstration. (S7'A®, —) = S~ est exact.

Exemples. (1) Si P € Spec(A), alors Ap est un A-module plat.
(2) Si D est un domaine d’intégrité, alors le corps de fractions de D est un D-module

plat. En particulier, @) est un Z-module plat.
1.5. Anneaux noethériens

On se fixe A un anneau.

1.5.1. Théoreéme. L’anneau A est noethérien si et seulement si tout idéal premier de A
est de type fini.

Démonstration. Supposons que A n’est pas noethérien. Alors
2={I<A|I de type infini}

est inductive. Ainsi {2 admet un membre maximal, disons P. On veut montrer que P est
premier. Supposons que ab € P avec a,b € A\P. Alors P C P + Aa. Ainsi P + Aa est de
type fini, disons engendré par x; + ria,...,x, + r,a avec x; € P et r; € A.

Comme ab € P, b € (P :a). Ainsi P C (P : a). Ce qui implique que (P : a) est de
type fini. Par conséquent, (P : a)a est de type fini. Or Azy + -+ Az, + (P : a)a C P.
D’autre part, si y € P, alors y = > » s;(x; + ma) = Do siwy + (O siri)a.  Ainsi
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Sor . sir; € (P:a)etdone P= Az + -+ Az, + (P : a)a est de type fini, ce qui est une

contradiction. Donc P est premier de type infini. Ce qui acheve la preuve.

1.5.2. Corollaire. Soit A noethérien. Alors S~'A est noethérein pour toute partie
multiplicativement stable S. En particulier Ap est noethérien pour tout P € Spec (A).
Démonstration. Si Q € Spec (S7'A), alors Q = S™'P avec P €Spec(A). Or P est

engendré par une famille finie {x1,...,2,}. Ainsi @ = S7'P est engendré par {Z-, ... L},

1.5.3. Théoréme de base d’Hilbert. Si A est noethérien, alors A[t] 'est aussi.

Démonstration. Supposons que A est noethérien. Soit Q@ < A[t]. Alors

I:{a€A|E|f:ZaitiEQ avec a,, = a}

i=0

est un idéal de A, et donc engendré par une famille finie {b1, ..., bs}. Pour tout 1 <i < s, soit
fi € Q tel que f; = bit™ + g;, ou g; € A[t] avec deg (g;) < m;. Posons L = (f1,...,fs) CQ
et n =max{my,...,ms}. Supposons que f = a,t™ + g € Q avec m > n et deg(g) < m.

Alors a,, € I. Ainsi a,,, = ¢1b1 + - - - + ¢4bs. Donc

S

amtm = i Czbztmltmiml = Z(fz - gz)CztmimZ = i ficitmimi — i Cigitmimi.
i=1 i=1 i=1

i=1
Donc f = f1 + fo avec fi € L et deg(fs) < m. Ce qui implique que pour tout h € Q,
h = hy + hy avec hy € L et deg(hy) < n. Posons M = A+ At + --- + At™. Alors
Q=L+MnNQ. Or M est un A-module noethérien. Par conséquent, M N Q) est de type fini
en tant que A-module, et donc de type fini en tant que A[t]-module. Ce qui montre que @

est de type fini. Ainsi A[t] est noethérien.
1.5.4 Corollaire. Si K est un corps, alors K[ty,...,t,]| est noethérien.

1.5.5. Lemme. Soit A noethérien. Alors tout idéal nil de A est nilpotent.
Démonstration. Soit J un idéal nil de A. Comme A est noethérien, J = Ax;+- - -+ Ax,.

Or il existe n > 1 tel que z' = 0 pour tout 1 <7 <r. On voit aisément que J™ = 0.

1.5.6. Lemme de Nakayama. Soit M un A-module de type fini.
(1) Si I est un idéal de A tel que aM # 0 pour tout a € 1 + I, alors IM C M.
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(2) Sirad (A) M = M, alors M = 0.
Démonstration. (1) Soit M = Axy + - -+ + Ax,. Supposons que IM = M. Alors

1 = anrr + -+ Ty
Ty = uT1 + 0+ App®r,  ai € 1.
Ainsi
€
(03 — @ij)nxn : = 0.
T,

Soient adj(d;; — a;;) la matrice adjointe de (6;; — a;;) et d = det (9;; — a;;). Alors adj(d;; —
a;j)- (055 —a;;) = dl,,, ou I,, la matrice identité d’ordre n sur A. Par conséquent, dz; =0, i =
1,...,n, et donc dM = 0. Mais d € 1 4+ I. Ce qui est une condtradiction. Donc IM # M.

(2) Supposons que M # 0. Comme tout a € 1 +rad (A)) est inversble, aM # 0. D’apres
la partie (1), rad (A) M C M

1.5.7. Théoreme d’intersection de Krull. Soit A noethérien. Si I est un idéal de A

contenu dans rad (A), alors

Démonstration. Posons M = N7, I". Alors M est de type fini car A est noethérien.
D’apres le lemme de Nakayama, il suffit de montrer que rad (A) - M = M. Supposons que
rad (A)- M C M. Alors IM C M car I C rad (A). Comme IM # A,

IM=0Q,N---NQs, Q; primaire.

Comme M Z IM, M Z @, pour un 1 <r < s. Prenons a € M\Q,. Alors Ia C IM C Q,.

Ainsi I C (Q, : a), ce dernier est /Q,-primaire comme a & @Q,. Donc I C /I C /(Q, : a) =
VQ,. Remarquons que /Q,/Q, est un idéal nil de A/Q,, et ce dernier est noethérien.

D’apres le lemme 1.5.5, il existe n > 1 tel que (v/@Q, C Q,)" = 0. Ainsi I" C (1/Q,)" C Q;.

Ce qui donne M C @,, une contradiction. Le résultat est prouvé.

1.5.8. Corollaire. Soit A noethérien local avec M l'idéal maximal. Alors N>, M" =
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1.6. Anneaux artiniens

On se fixe A un anneau non nul.

1.6.1. Lemme. Soit A un domaine d’intégrité. Si A est artinien, alors A est un corps.

Démonstration. Supposons que A est artinien. Soit a € A*. Alors
(a) D <a2) DD (a*)D---.

Alors il existe n > 1 tel que (a"™!) = (a"). Ainsi a™ = a""'b = a™(ab). Donc ab =1 comme

a™ # 0. Ainsi A est un corps.

1.6.2. Théoreme. Soit A artinien. Alors

(1) Tout idéal premier est maximal.

(2) Le nombre des idéaux maximaux est fini.

(3) rad (A) est nilpotent. Par conséquent, N'(A) =rad (A).

Démonstration. (1) Soit P € Spec (A). Alors A/P est un domaine d’intégrité artinien.
Ainsi A/P est un corps, c’est-a-dire, P est maximal.

(2) Supposons qu’il existe une infinité d’idéaux maximaux distincts My, Mo, ..., M,, .. ..
Alors

MyDM NMyD--- DM NMeN---NM,D---.

Ainsi il existe n > 1 tel que NIy M; = ﬂ?jll M;. Alors M,,,1 D MyNMyn---NM, 2D
My---M,. Donc M, ,; O M, pour un 1 < r < n car M, est premier. Par conséquent

M,y = M, car M, est maximal. Ce qui donne une contradiction.

Soient I <1 A et M un A-module avec IM = 0. Alors M est un A/I-module. Rappelons
que M est noethérien (respectivement, artinien) en tant que A-module si et seulement si M

est noethérien (respectivement, artinien) en tant que A/I-module.

1.6.3. Proposition. S’il existent des idéaux maximaux Mi,..., M, de A tels que
My --- M, =0, alors A est artinien si et seulement si A est noethérien.
Démonstration. Sin = 1, alors A est un corps. Donc A est artinien et noethérien.

Supposons que n > 1 et le résultat est vrai pour n — 1. Pour tout 1 < ¢ < n — 1,
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M; = M;/M;---M,_; est un idéal maximal de A = A/M;--- M, ;. Il est évident que
My---M, 1 = 0. Ainsi A est un anneau noethérien si et seulement si A est un anneau
artinien. Ce qui signifie que zA4 est noethérien si et seulement si zA est artinien. Par
conséquent, 4 A est noethérien si et seulement si 4 A est artinien.

Comme M, (M;---M,_1) = 0 et A/M, est un corps, on voit que M;--- M, 1 est un
espace vectoriel sur A/M,,. Ainsi M --- M, est noethérien si et seulement si M -+ M,,_,
est artinien en tant que A/M,-module. Par conséquent, M --- M, _; est noethérien si et
seulement si M --- M,,_; est artinien en tant que A-module.

Maintenant considérons la suite exacte de A-modules suivante:
00— M;---M, 1 —-A—A—D0.

Alors A est an anneau noethérien si et seulement si 4A est noethérien si et seulement si
My ---M,_; et A sont des A-modules noethériens si et seulement si M; --- M, _; et A sont
des A-modules artiniens si et seulement si 4 A est artinien si et seulement si A est un anneau

artinien.

1.6.4. Corollaire. Soit A noethérin local avec M l'idéal maximal. Alors A est artinien

si et seulement si M est nilpotent.

1.6.5. Théoreéme. L’anneau A est artinien si et seulement si A est noethérien et tout
idéal premier de A est maximal.

Démonstration. Soit A artinien. Soient My, ..., M, les idéaux maximaux de A. Alors
My--- M, C N, M; =rad (A). Ce dernier est nilpotent. Ainsi il existe m > 1 tel que
(My---M,)™ = 0. Donc A est noethérien.

Supposons maintenant que A est noethérien et tout idéal premier de A est maximal.
Ainsi tout idéal premier est un idéal premier minimal. Comme 0 est décomposable, le nombre
d’idéaux premiers minimaux est fini. Ainsi Spec (A) est fini. Posons Spec (A) = {P,..., P.}.
Alors

N(A) =vV0=PN---NP.

Comme A est noethérien, N'(A) est nilpotent. Ainsi il existe m > 1 tel que (P—1---P,)™ =

0. Mais chaque P; est maximal, donc A est artinien.
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Exemple. Considérons Z. Il est noethérien et 0 est le seul idéal premier non maximal.

Soit A local avec M l'idéal maximal. Alors le corps K = A/M s’appelle le corps résiduel

de A. Remarquons que M/M? est un espace vectoriel sur K.

1.6.6. Théoreme. Soit A artinien local avec M l'idéal maximal et K le corps résiduel.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) A est a idéaux principaux.

(2) M est principal.

(3) dim g (M/M?) < 1.

Démonstration. Il suffit de montrer que (3) implique (1). Si dim g (M/M?) = 0, alors
M = M?. Remarquons que A est noethérien. Donc M est de type fini. D’apres le lemme de
Nakayama, M = 0. Par conséquent, A est un corps.

Supposons que dim g (M/M?) = 1. Soit z € M\M?. Alors M = Ax+ M?. Ce qui donne
M C Ax + M" pour tout r > 1. Mais il existe un n > 1 tel que M™ = 0. Donc M = Ax.
Soit I JAavec0C I C A Alors I C M = (z)et I £0= M"= (2™). Donc il existe s > 1
tel que I C (2%) et I € (2°t1). Ainsi il existe y = ax® € I avec a € A tel que y & (z°).
Donc a € M. Ce qui implique que a est une unité. Donc 2° = a~'y € I. Ce qui donne

I = (x*). Le résultat est prouvé.

1.7. Dépendance intégrale

On se fixe A un anneau et B un sous-anneau de A.

1.7.1. Définition. On dit que a € A est intégral sur B s’il existent by,...,b, € B tels
que

av+ba" '+ + b, 1a+b, =0.

On dit que A est intégral sur B si tout a € A est intéral sur B.

Remarques. (1) A est intégral sur lui-méme.
(2) Si B est un corps, alors a € A est intégral sur B si et seulement si a est algébrique

sur B.
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Exemples. (1) /—2 € (' est intégral sur Z car V=2 4+2=0.
(2) o € @ est intégral sur Z si et seulement si @ € Z. En effet, posons a = a/b avec

a,b € Z co-premieres. Soit

"+ 4+t a+ce, =0, ¢ € Z
Alors

A"+ " b+ a4 b = 0.

Ainsi b|a". Comme (a,b) =1, on a b= +1. Donc a € Z.

1.7.2. Théoréme. Soient a € A et Bla] le sous-anneau de A engendré par a sur B. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) a est intégral sur B.

(2) Bla] est un B-module de type fini.

(3) il existe un sous-anneau C' de A tel que Bla] C C et C' est un B-module de type fini.

Démonstration. Supposons que
av+ b+ 4+b,_ja+b, =0, b €B.

Comme Bla] = {f(a) | f(t) € BJt]}, on voit que Bla] = Ba" '+ ---+ Ba + B.
Il reste de montrer que (3) implique (1). Soit Bla| C C et C = Bxy +---+ Bx,, x; € C.
Or

ar; = byxy + - + by,

ar, = brlxl + - + bmnl'r, bi]’EB.

Soit I, la matrice identité d’ordre r sur B. Alors

X1

Ce qui donne det (al, — (b;;))C = 0. Donc det (al, — (b;;)) =0 car 1 € C. Ce qui donne
a"+ba" 4+ b_a+b, =0,
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ou 1,by,...,b, sont les coefficients du polynome caractéristique de (b;;),«,. Ce qui acheve la

preuve.

1.7.3. Corollaire. Soit A = Blay,...,a,]. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) A est intégral sur B.

(2) a1, ...,a, € A sont tous intégraux sur B.

(3) A est un B-module de type fini.

Démonstration. On voit aisément qu'il suffit de montrer que (2) implique (3). Sup-
posons que ay,...,a, € A sont tous intégraux sur B. On voit que Bla;] est un B-module
de type fini. Supposons que r > 1 et Blay,...,a,_1] est un B-module de type fini. Or a,
est intégral sur B et donc intégral sur Blay,...,a,—1]. Ainsi A = Blay, ..., a,_1]]a,] est un
Blay, ..., a,_1]-module de type fini. Par conséquent, A est un B-module de type fini. Ce qui

acheve la démonstration.

1.7.4. Proposition. Le sous-ensemble F' de A des éléments intégraux sur B est un
sous-anneau de A, appelé la fermeture intégrale de B dans A.
Démonstration. Soient a;,ay € F. Alors Blay, as] est intégral sur B. En particulier,

a; — as, aray € Blay, as] sont intégraux sur B. Par conséquent, F' est un sous-anneau de A.

On dit que B est intégralement fermée dans A si la fermeture intégrale de B dans A
est B lui-méme. Par exemple, Z est intégralement fermée dans @) mais que Z n’est pas

intégralement fermée dans IR.

1.7.5. Proposition. Soit C' un sous-anneau de B. Alors A est intégral sur C' si et
seulement si A est intégral sur B et B est intégral sur C'.
Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Supposons que A est intégral sur B

et B est intégral sur C. Soit a € A. Alors
av+ b+ +b,a+b, =0, b €B.

Ainsi a est intégral sur C[by,---,b,]. Donc C[by,---,b,][a] est un C[by,---,b,]-module de
type fini. Mais C[by, -, b,] est un C-module de type fini. Donc C[by,---,b,][a] est un C-
module de type fini. Comme C[a] C C[by,- -, by][a], on déduit que a est intégral sur C. Ce

qui acheve la preuve.
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1.7.6. Corollaire. Soit I’ la fermeture intégrale de B dans A. Alors F est intégralement

fermé dans A.

1.7.7. Théoreme. Soient B C A des domaines d’intégrité. Si A est intégral sur B, alors
B est un corps si et seulement si A est un corps.

Démonstration. Supposons que B est un corps. Soit a € A*. Alors
a® +ba" '+ +b,_1a+b, =0.

Comme A n’a pas de diviseurs de zéro, on peut supposer que b, # 0. Ainsi a est inversible.
Donc A est un corps.
Supposons maintenant que A est un corps. Soit b € B*. Alors b! € A est intégral sur
B. Donc
b+ bbby b 4+b, =0, b €B.

Ce qui donne

b b by +byb+ -+ b, B2+ b,0" 1 =0.

Ainsi b~ € B. Par conséquent B est un corps.

1.7.8. Lemme. Soit A intégral sur B.

(1) Soit P € Spec (A). Alors P est maximal dans A si et seulement si BN P est maximal
dans B.

(2) Spec (B) ={PNB|P¢€ Spec(A)}.

(3) Soient Py, P, € Spec(A) tels que PPN B =P, NB. Si P, C P, alors P, = P.

Démonstration. (1) On voit aisément que PNB € Spec (B). Ainsi A/P et B/BNP sont
des domaines d’intégrité. Il est évident que A/P est intégral sur (B + P)/P = B/(BN P).
Ainsi A/P est un corps si et seulement si B/(B N P) est un corps.

(2) Soit Q € Spec (B). Posons S = B\Q. Alors il est évident que S™'A est intégral sur
S™'B = Bg. Prenons un idéal maximal M de S~'A. Alors S™'B N M est un idéal maximal
de ST'B. Ainsi ST'BN M = S7'Q comme By est local. Or il existe P € Spec (4) tel que
PNnS=0et M=S"'P. Enoutre S7'Q=5"'BNS'P=S51YBNP). Donc@Q=BNP
car QNS =(BNP)NS =10.
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(3) Soit @ = PN B = P,N B. Posons S = B\Q. Alors S7'A est intégral sur S~'B.
Comme S™'Q = SH(P,NB) = (S7'P,)N(S™'B) est maximal dans S~'B, on voit que S™' P,
est maximal dans S7'A, i = 1,2. Or S7'P, C S72P, entraine que S~'P, C S72P,. Par
conséquent, P, = Pycar BbNS=PNBNS=QNS =0.

1.7.9. Théoreme de montée. Soit A intégral sur B. Si Qg C Q1 C --- C @), est une
suite d’idéaux premiers de B, alors il exsite une suite Py C P, C --- C P, d’idéaux premiers
de A telle que P,N B = Q; pout tout 0 <17 < n.

Démonstration. D’abord, il existe Py € Spec (A) tel que Qo = Py N B. Supposons que
0 < m < n et il existe une suite Py C --- C P,, d’idéaux premiers de A telle que P,NB = Q;

pout tout 0 <7 <m. On a
B/Q..,=B/(P,NB)=(B+P,)/P,C A/P,

et A/P,, est intégral sur (B + P,,)/P,,. Remarquons que Q,,11/Qm € Spec (B/Q,,). Ainsi
(P +Qmi1)/ P €Spec ((B+ P,,)/P,). Donc il exsite P,,,1 € Spec (A) avec P,,,1 D P, et

(Pus+ Quus1)/ P = (Prs1/Pu) V(B + Pu) [ P) = (B Py + Pa) P
Ce qui donne BN Ppvq1 + Py = Quy1 + Ppy. Or
Qmi1 =Qmi1+BNP,=Quni1+Pn)NB=(BNPuy1+F,)NB=BNPF,.
Comme P, C P,,1et P,NBC P,.1NB,ona P, CP,. Ce qui acheve la preuve.

1.7.10. Proposition. Soient C' C B C A des anneaux avec C' noethérien et A intégral
sur B. Si A est une C-algebre de type fini, alors B l'est aussi.
Démonstration. Supposons que A = Clay, ..., a,], et donc A = Blay,...,a,]. Ainsi A

est un B-module de type fini. Donc A = Bx; + --- 4+ Bx,. Or

r r
(*) a; = Zbijxiv bij eB, 1<i1<n et TjTp = chkll‘h Cjkl € B, 1<kl
j=1 =1

Posons By = Clbij,cjr, @ =1,...,n; j, k1 =1,...,r], une sous-algebre de B. Comme
C est noethérien, By 'est d’apres le théoreme de base d’Hilbert. Pour tout a € A, a =
flai,...,a,) avec f € C[ty,...,t,]. D'apres (x), on a a € Boxy + -+ + Box,. Ainsi A =
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Boxy1 + - -+ 4+ Bpx, est un By-module de type fini. Ce qui implique que A est un By-module
noethérien. Par conséquent, B est un By-module de type fini. Ce qui signifie que B est une

C-algebre de type fini car By 'est. Le résultat est donc prouvé.

1.7.11. Corollaire. Soient K un corps et A une K-algebre de type fini. Soit G' un

group fini d’automorphismes de A. Alors
A% ={a € G| g(a) = a pour tout g € G}

est une K-algebre de type fini et A est intégral sur A,

Démonstration. On voit aisément que A est une sous-algebre de A. Pour tout a € A,
Pa(t) = Mgeq (t = g(a)) =" + 0pat"™ + -+ oyt + 0

est un polynome sur A® tel que p,(a) = 0. Ainsi A est intégral sur A. D’apres le résultat

précédent, AC est de type fini en tant que K-algebre.

1.7.12. Proposition. Soit A une B-algebre de type fini. Si A est intégral sur B, alors
IA < A pour tout I < B.

Démonstration. Supposons que A est intégral sur B. Alors A est un B-module de type
fini. Soit I <« B. Alors tout @ € 1+ I est non nul, et donc aA # 0. D’apres le lemme de
Nakayama, A C A.

1.7.13. Définition. Une partie S de A est dite algébriquement indépendante sur B si

pour tous ay,...,a, € S avec n > 1 et tout f € Blty,...,t,] non nul, f(ay,...,a,) #0.

Remarques. (1) La famille vide est algébriquement indépendante sur B.
(2) {a} est algébriquement indépendante sur B si et seulement si a est transcendant sur

B.

2

(3) {a1,...,a,} est algébriquement indépendante sur B si et seulement si Blay, . .., a,]

Blty,...,t,], la B-algebre des polynomes sur B a n indéterminées ty, ..., t,.

1.7.14. Théoreme de normalisation de Noether. Soient K un corps et A une
K-algebre de type fini. Alors il existe une partie finie S de A telle que S est algébriquement
indépendante sur B et A est intégral sur K[S].
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Démonstration. Soit A = Kluy,...,u,| avec r > 1. Soit S une partie finie de A
avec |S| minimal telle que A est intégral sur K[S]. Supposons que S est algébriquement
dépendante sur K. Alors S = {ay,...,a,} avec n > 1 et il existe f € K]|ty,...,t,] non nul
tel que f(a1,...,a,) = 0. Ainsi il existe A = {(r1,...,7,) | 7 € IN} fini tel que

fltr, ... ty) = Z Oy Bt gy € KT
(7140 )EA
Soit d € IN tel que d > max{r; +---+r, | (r1,...,m,) € A}. Alors pour tous

(r1, -y 7n), (S1,...,80) € A,

(11, ) = (81, ., 8p) & +1rod + -+ 1, d" 7 =51 + sod + -+ + 8,d"

i—1 i—1 .
Posons b; = a;—ad" et donc a; = b+ad™ , i = 2,...,n. Remarquons que K[ay, as, . .., a,] =

Klay, by, ..., b,]. Pour tout (rq,...,7,) € A,

1 ™ __ ,T1 d\r d" " \r, _  ritroddAr dn—1
ai'---am =ait (b +a)? - (by+af )™ =a] " 4 glag, ba, ..., b)),

ol le degré de a; dans g est plus petit que ry + 7od + - - - + r,d""*. Soit
m=py+ped+---+ppd”t =max{r +Frod+ -+ d| (1., 1) € A}

Alors

flar,as,...,a,) = ap, _p.al" + h(ay, bs, ... b,) =0,

ou le degré de a; dans h est plus petit que m. Comme «,  ,, € K*, a; est intégral sur
Kby, ..., b,). Par conséquent, Klay,as,...,a,] = K[ba, ..., by][a1] est intégral sur Kb, ..., by,].
Ce qui implique que A est intégral sur Kb, . .., b,], une contradiction. Donc S est algébriquement

indépendante sur K. Le résultat est donc prouvé.

1.7.15. Théoreme. Soit K C L une extension de corps. Si L est une K-algebre de
type fini, alors L est une extension finie de K. En particulier, si K est algébriquement clos,
alors L = K.

Démonstration. D’apres le théoreme de normalisation, il existe une famille finie S C L
telle que L est intéral sur K[S] et S est algébriquement indépendante sur K. D’apres la

proposition 1.7.7, K[S] est un corps. Supposons que S est non vide. Posons S = {ay,...,a,}
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avec n > 1. Or a; € K[S] et donc a;* € K[S]. Ainsi a;' = f(ai,...,a,) avec f €
Klty,...,t,). Donc a;if(ay,...,a,) —1 = 0. Ce qui donne une contradiction. Ainsi S = {),

et donc K[S] = K. Par conséquent, L est une extension finie de K.

1.7.16. Corollaire. Soient K un corps et A une K-algebre de type fini. Soit M un
idéal maximal de A. Alors A/M est une extension finie de K = {a + M | o € K}. En
particulier, si K est algébriquement clos, alors A/M = K.

Démonstration. K C A/M est une extension de corps. De plus A/M qui est une

K-algebre de type fini. Le résultat découle du théoreme précédent.
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Chapitre II: Théorie de la dimension

2.1. Degré de transcendance d’extensions de corps

On se fixe K C L une extension de corps.

2.1.1. Définition. Une partie S de L s’appelle une base de transcendance de L sur K
si S est algébriquement indépendante sur K et L est algébrique sur K (5), le sous-corps de

L engendré par S sur K.

Exemple. Soit L = K(t1,...,t,), le corps des fractions de K[tq,...,t,]. Alors {t1,...,t,}

est une base de transcendance de L sur K.

2.1.2. Théoreme. (1) Il existe une base de transcendance de L sur K.

(2) Si une base de transcendance de L sur K est finie, alors toutes bases de transcendance
de L sur K ont méme nombre d’éléments.

Démonstration. (1) Soit {2 'ensemble des sous-familles algébriquement indépendantes
sur K. Alors {2 est inductif. Ainsi {2 admet un membre maximal S. Alors L est algébrique
sur K (S). Ainsi S est une base de transcendance de L sur K.

(2) Soit S une base de transcendance finie de L sur K. Si S = (), alors L est algébrique
sur K. Ainsi () est la seule base de transcendance de L sur K. Supposons maintenant
que S = {ay,...,a,} avec n > 1. Soit T une autre base de transcendance de L sur K.
Supposons que |T| > n. Prenons n élément distincts by, ...,b, de T. On prétend que pour
tout 0 < @ < n, il existent n — 4 éléments a;,,,...,a;, de S tels que L est algébrique
sur K(by,...,b;,a5,,,...,a;5,). En effet, c’est vrai pour i« = 0. Supposons que 0 < i <
n et L est algébrique sur K(by,...,bi—1,aj,...,a;,). En particulier b; est algébrique sur

K(bi,...,bi—1,aj,...,a;,). Donc il existe fo,..., f, € K[t1,...,t,] avec fu # 0 tels que
b;fo(bl,...,bi_l,aji,...,ajn)+---+fr(b1,...,bi_l,aji,...,ajn) =0. (*)

Comme by, ..., b; sont algébriquement indépendants sur K, au moins un des a;,, ..., a;

n

apparait dans (x), dison a;,. Donc a; est algébrique sur K(by,...,b;,a;,.,,...,a; ). Par
Ji Ji g Ji+1 In
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conséquent, K (by,...,bi_1,a;,...,a;,) est algébrique sur K(by,...,b;, a;, ,,...,a;, ). Donc
L est algébrique sur K(by,...,b;,a;,,,...,a; ). Ce qui montre que L est algébrique sur

K(by,...,b,). Donc T = {by,...,b,}. Le résultat est donc prouvé.

Soit S une base de transcendance de L sur K. On définit le degré de transcendance de L

sur K comme étant infini si S est infinie; et sinon, le nombre des éléments de S.

2.1.3. Lemme. Soient B C A des domaines d’intégrité et soient K et L les corps des
fractions de B et de A respectivement. Si A est intégral sur B, alors L est algébrique sur K.
Démonstration. Posons S = B*. Alors K = S7'B. Si A est intégral sur B, alors
S71A est intégral sur S™'B = K. Donc S7!A est un corps. Comme A C S7'A C L, on a

S7'A = L car L est le corps des fractions de A. Ainsi L est algébrique sur K.

2.1.4. Théoréme. Soit A une K-algebre de type fini qui est un domaine d’intérité. Soit
L le corps des fractions de A. Alors A contient une base de transcendance finie de L sur K.
En particulier, le degré de transcendance de L sur K est finie.

Démonstration. D’apres le théoreme de normalisation de Noether, il existe une famille
finie S d’éléments de A telle que S est algébriquement indépendante sur K et A est intégral
sur K[S]. Remarquons que le sous-corps K (S) de L engendré par S sur K est le corps des
fractions de K[S]. D’apres le lemme précédent, L est algébrique sur K(S). Par conséquent,

S est une base de transcendance finie de L sur K.

2.2. Dimension de Krull

On se fixe A un anneau non nul et B un sous-anneau de A.
2.2.1. Définition. (1) Soit P € Spec (A). La hauteur de P est

ht (P)=sup{ne N|d BhbC P C------ CP,=P, P, € Spec(A)}.
(2) La dimension de Krull de A est dim (A) = sup {ht (P) | P € Spec(A)}.

Remarques. (1) On voit aisément que dim (A) = sup {ht (M) | M idéal maximal de A}.

En particulier, si A est local avec M I'ideal maximal, alors dim (A) =ht (M).
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(2) A est artinien si et seulement si A est noethérien et dim (A) = 0.

Exemples. (1) Si K est un corps, alors dim (K) = 0.

(2) dim (Z) = 1.

2.2.2. Théoréme. Soit P € Spec (A). Alors

(1) dim (Ap) =ht (P).

(2) ht (P)+dim (A/P) <dim (A).

Démonstration. Posons S = A\P. Alors toute suite d’idéaux premiers de Ap se

terminante en S~!P est de la forme suivante:
Stpc.---cS'P, =58P,

ou Py C --- C P, = P est une suite d’idéaux premiers de A. Ainsi dim (Ap) =ht (P).

(2) Toute suite d’idéaux premiers de A/P se commencant en 0 est de la forme suivante:

Qo/P CQi/P C---CQn/P,

ou P=0Q)C Q1 C -+ C Q,, est une suite d’idéaux premiers de A. Orsi Py C---C P, =P

est une suite d’idéaux premiers de A, alors
PC---CP,CQ1C--CQpy
est une suite d’idéaux premiers de A. Par conséquent, ht (P)+dim (A/P) <dim (A).

2.2.3. Théoréme. Si A est intégral sur B, alors dim (A) =dim (B).
Démonstration. D’apres le théoreme de montée, toute suite d’idéaux premiers de B

est de la forme suivante:

PNBCcPNBC---CP,NB,

ou Py C P, C--- C P, est une suite d’idéaux premiers de A. Par conséquent, dim (A) =dim (B).
2.2.4. Lemme. Soient P € Spec (A) et S = A\P. Pour tout n > 1,
(n) a -1 pn
P = {a € A | I S STP }
est un idéal P-primaire de A, appelé le n-ieme puissance symbolique de P.
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Démonstration. On voit que Ap est local avec S~ P idéal maximal. Donc S™1P" =
(S71P)" est S~!P-primaire. Si ab € P™ alors aTb c ST'P". Ainsi % € ST'P" ou ? €
VS=1pn = S7'P. Donc a € P™ ou b € vVP®. Par conséquent, P™ est primaire.

Enfin on voit aisément que P C VP® . Siq € \/W, alors il existe m > 1 tel que
a™ € P™. Donc (%)m € S7'P". Par conséquent, % e VS-1P» = S7'P. Ainsi a € P.
Donc VP®™ = P. Ce qui acheve la démonstration.

Remarque. On a P* C P™,

2.2.5. Théoreme des idéaux principaux de Krull. Soient A noethérien et I =
(a) < A. Si P est un idéal premier minimal appartenant a I, alors ht (P) < 1.

Démonstration. D’abord supposons que A est local avec P =rad (A). Alors A/
est local avec P/I =rad (A/I). Comme P/I est un idéal premier minimal de A/I, on a
Spec (A/I) = {P/I}. Par conséquent, A/I est artinien. Supposons que ht (P) > 1. Alors il
existe une suite Qg C @) C P d’idéaux premiers de A.

Soient S = A\Q et Q™ la n-itme puissance symbolique de Q. Alors Q™ est Q-primaire.
Il est évident que Q) C Q™. Ainsi

QU+D/IT2@QP+D/T2--2(Q™+D)/I2 -

est une suite décroissante d’idéaux de A. Comme A est artinien, il existe m > 0 tel que
QM + 1 = Q) + T Donc si x € QU alors z = y + ar avec y € QU et r €
A. Ce qui donne ar = z —y € Q™. Remarquons I Z  par la minimalité de P,
et donc a ¢ Q. Car Q™ est Q-primaire et a € Q = \/W, onar e Q™. Ce qui
donne Q™ = QY 4 ¢Q(™ . Comme a € P, QU C QD 4 pQ™ C Q™). Donc
QM QM) = P /QUm+Y) =rad (A) (QU™ /Q™ V). Remarquons que Q™ /Q™ 1) est
un A-module de type fini car A est noethérien. D’apres le lemme de Nakayama, on a
Q™ = QU+l Alors STIQU™ = S71QM+D | clest-a-dire, (S7'Q)™ = (ST'Q)(ST'Q)™.
Remarquons que Ag est noethérien local avec rad (Ag) = S™'Q. Donc (S7'Q)™ = 0 d’apres
le lemme de Nakayama. Ainsi S™'A est artinien car S™'A est noethérien. Or Qy C @
entraine que S™'Qy C S™'Q est une suite d’ideaux premiers de Ag. Ce qui contredit que A

est artinien. Par conséquent, ht (P) < 1.
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Supposons que A est arbitraire. Posons T' = A\P. Alors Ap est noethérien avec TP
le seul idéal maximal. Or T~!P est un idéal premier minimal appartenant & 7711, ce qui
est engendré par %. Donc ht (T7'P) < 1. Donc ht (P) =dim (Ap) =ht (T-*P) < 1. Ce qui

acheéve la démonstration.

2.2.6. Théoréme généralisé des idéaux principaux de Krull. Soient A noethérien
et I = (ay,...,a,)<<A. Si P est un idéal premier minimal appartenant a I, alors ht (P) < n.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat au cas ou A est local avec P =rad (A).
Si n = 1, alors le résultat est vrai. Supposons que n > 1 et le résultat est vrai pour n — 1.
Soit () un idéal premier de A tel que Q C P et il n’y a pas d’autre idéal premier entre () et
P. Alors I ¢ . On peut supposer que a,, ¢ (). Remarquons que P est le seul idéal premier
contenant @ + a,A. Ainsi Spec (A/(Q + a,A)) = {P/(Q + a,A)}. Ce qui implique que
A/(Q + a,A) est artinien local avec rad (A) = P/(Q + a,A). Donc il existe m > 1 tel que
P"™ C @Q+a,A. En particulier, a!* € Q +a,A, i =1,...,n—1. Posons a" = ¢; + a,r, avec
GE€EQetr; €A i=1,...,n—1. Considérons A = A/(q,...,q.—1) et (@) < A. Soit U €
Var ((G,,)). Alors U = W/(q,...,q,—1) avec W € Var ((¢q1,...,¢n—1)). Comme (a,) C U,
on a a,A+ (q1,...,q,—1) € W. Donc (af*,...,a" ;,a,) € W. Comme W est premier,
I=(ay,...,an_1,a,) € W. Ce qui implique que P = W. Par conséquent, P/(q1,...,qn_1)
est un idéal minimal premier appartenant & (@,) dans A. Donc ht (P/(q1,...,qu-1)) < 1.
Par conséquent, Q/(q1,...,qn_1) est un idéal premier minimal de A. Donc @ est un idéal
premier minimal appartenant a (qi, ..., ¢,—1). Par hypothese de récurrence, ht (Q) < n — 1.

Soit Py C P, C --- C P._y C P, = P une suite d’idéaux premiers de A. Comme A est
noethérien, on peut supposer qu’il n’y a pas d’autre idéal premier entre P,_; et P. Alors

ht (P,_1) <n—1. Ainsi r < n. Donc ht (P) < n. Ce qui acheve la démonstration.
Remarque. On voit que si P = (ay,...,a,) € Spec (A), alors hp (P) < n.
2.2.7 Théoréme. Soit A noethérien local avec M l'idéal maximal et K = A/M. Alors
dim (A) < dim x(M/M?).

Démonstration. On sait que M/M? est un K-espace vectoriel. Comme M est un

A-module de type fini, on a dim g(M/M?) = d < oo. Soient xy,...,24 € M tels que
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{Z1,...,Zq} est une K-base de M/M?. Posons N = Az; + ---+ Azxy C M. Alors pour tout
yeM,y=a1Z1+ -+ anZq, a; € A. Ainsi M C N+ M? C M. Donc M = N + M?. Ce
qui donne M /N = M - M/N. Comme M/N est de type fini, on a M = N d’apres le lemme
de Nakayama. Par conséquent, dim (A) =ht (M) < d.

2.2.8. Définition. Soit A noehtérien local avec M I'idéal maximal et K = A/M. On
dit que A est régulier si dim (A) = dim x (M /M?).

2.2.9. Théoreme. Soit A noehtérien local de dimension d. Alors A est régulier si et
seulement si I'idéal maximal M peut étre engendré par d éléments.

Démonstration. Soit K = A/M. Si A est régulier, alors dim x(M/M?) = d. Soient
T1,...,2q € M tels que {Zy,...,Tq} est une K-base de M/M?. On a vu que M =
(T1,...,Tq).

Supposons maintenant que M = (z1,...,x4) avec x; € M. Alors M/M? = KZ; + -+ +
K4 Ainsi dim g (M/M?) < d =dim (A). Par conséquent, dim (M /M?) = d, c’est-a-dire,

A est régulier.

2.2.10. Théoreme. Soit K un corps algébriquement clos. Alors pour tout n > 0,
dim K[tq,...,t,] = n.

Démonstration. Si n = 0, alors K[t1,...,t,] = K et dim K = 0. Supposons que
n > 1. Soit M un idéal maximal de K[t;,...,t,]. Alors K/M = K, c’est-a dire, tout
f € Klty,...,t,] sécrit f =g+ aavec g € M et a € K. En particulier, t; = ¢g; + a; avec
g€ Meta, € K,i=1,...,n. Ainsi t; —a; € M pour tout 1 < i < n. Par conséquent,
(t1 —ar,...,t, —ay,) € M. Donc M = (t; — aq,...,t, — a,). Ainsi ht (M) < n. D’autre

part, il existe une suite
OC (tl—al)C (tl—al,tg—(lg) c---C (tl—al,tg—ag,...,tn—an)

d’idéaux premiers de K([zy,...,x,). Donc ht (M) > n. Par conséquent ht (M) = n pour

tout idéal maximal de K[zq,...,x,]. Ainsi dim K[ty,...,t,] = n.

2.2.11. Corollaire. Soit K un corps algébriquement clos. Soit A une K-algebre de
type fini avec A = Klay,...,a,], a1,...,a, € A. Alors dim (A) < n.
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Démonstration. On a un épimorphisme

¢ Kty ...ty = A f(ty, ... tn) — flar, ... a,).

Posons I =Ker (¢). Or toute suite d’idéaux premiers de A est de la forme
R/IcP/IC---CPy/l,

oun Py C P, C - - C P, est une suite d’idéaux premiers de K|[ty,...,t,] avec I C Fy. Ainsi

dim (A) <dim Kty,...,t,] = n. Le résultat est donc prouvé.

2.2.12. Théoréeme. Soient K un corps algébriquement clos et A une K-algebre de type
fini. Supposons que A est un domaine d’intégrité et L est le corps des fractions de A. Alors
la dimension de Krull de A est égal au degré de transcendance de L sur K.

Démonstration. D’apres le théoreme de normalisation de Noether, il existe une partie
S ={ay,...,aq} de A avec d > 0 telle que S est algébriquement indépendante sur K et A
est intégral sur Klay,...,aq). Donc Klay,...,aq] = K[t1,...,tq) et {a1,...,aq} est une base
de transcendance de L sur K. Or dim (A) =dim Kay, . .., aq] = d, ce dernier est le degré de

transcendance de L sur K. Le résultat est donc prouvé.
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Chapitre III: Espaces affines

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps algébriquement clos. Rappelons que
Klty,...,t,] est noethérien. On appelle A" = {(ai,...,a,) | a; € K} le n-espace affine
sur K. Les objets d’étude de la géometrie algébrique sont les objets géométriques (courbes,

surfaces, etc) définis par des polynomes.
3.1. Nullstellensatz

Soit V' une partie de K[t,...,t,]. On appelle
Z\V)=A{(ay,...,a,) € A" | f(a1,...,a,) =0 pour tout f eV}
I’enesemble algébrique de A™ défini par V. En outre, soit X une partie de A™. On appelle
I(X)=A{feKlt,....tn] | flar, --,a,) =0 pour tout (a,...,a,) € X} IK[t1,...,1t,]
lidéal de X.

Exemples. (1) Z(t; —ay,...,t, —a,) ={(a1,...,a,)}.
(2) Z(A™) =0 et Z(0) = K[t ..., tn).

Un idéal I d’un anneau est dit radiciel si v/I = I. Remarquons que un idéal premier est

radciel et v/T est radiciel pour tout idéal I.

3.1.1. Lemme. Soient U,V C Klty,...,t,] et XY C A",

(1) SiU C V,alors Z(V) C Z(U).

(2) Si X CY, alors Z(Y) C Z(X).

(3) Z(X) est radiciel.

(4) Si I est I'idéal engendré par V, alors Z(V) = Z(I) = Z(V1).

3.1.2. Nullstellensatz faible. Si [ <1 K[t1,...,t,], alors Z(I) # (.

Démonstration. Comme [ < K[ty,...,t,], I est contenu dans un idéal maximal M de
Klty,...,ty]. Mais M = (t; —ay,...,t, —ay,) avec a; € K. Ainsi (ay,...,a,) € Z(M) C
Z(I). Ce qui montre que Z(I) # 0.
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3.1.3. Nullstellensatz de Hilbert. Si I <t K[t,,...,t,], alors Z(Z(I)) = V1.

Démonstration. D’abord, Z(Z(I)) est radiciel et I € Z(Z(I)). Donc VI C Z(Z(I)).
Supposons que I = (fi,..., f.) avec f; € Klt1,...,t,). Soit g € Z(Z(I)). Posons J =
(fis ooy frstnr1g — 1) S K[ty, ..., t,]. Soit (a1, .., an, ani1) € A" tel que pour tout 1 <
i < n, filar,...,6p,0p41) = 0. Alors fi(ar,...,a,) = 0 pour tout 1 < i < r. Ainsi
(ay,...,a,) € Z(I). Par conséquent, g(ay,...,a,) = 0. Donc (ai,...,an, ani1) € Z(J).
Ainsi Z(J) = 0. Ce qui implique J = Klty,...,t,,tye1]. Donc

1= (tn+lg - 1)p + Zflpza pi, D € K[tla S 7tn7tn+1]'
i=1

. Alors

Posons s =
n+1

1 1 - 1
1=(g—5)=p(ty,... tn, - Sty ta) pi(te, -t =),
(g S)SP(la ; S)"‘ ;f(l ) it S)

Or il existe m > 0 tel que
(1 1 . 1
S gp(tl,,tn,g) ZQ(tl,...,tn,S> et s pi(tl,...,tn,g):qi(tl,...,tn,S)

sont dans K[ty,...,t,,s|. Par conséquent,
s =q(tr, ... tn,s)(g(tr, .. tn) —5) + i(h’(tla o tn, S) filtn, oo ).
i=1
Posons s = g(t1,...,t,), on a
g" = iqi(tl, oty g(t, ) i, . t) €1,
i=1
cest-a-dire, g € v/I. Ce qui achéve la démonstration.

3.1.4. Corollaire. Soit F I'’ensemble des ensembles algébriques de A™ et R ’ensemble

des idéaux radiciels de Klty, ..., t,]. Alors
¢p: F—->R: X m—1I(X)
est un anti-isomorphisme de treillis dont 'inverse est
Y:R—=F 1~ Z(I).
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Démonstration. Soit / € R. Alors Z(Z(1)) = VI = 1.
D’autre part, soit X € F. Alors X = Z(I) avec I < Klty,...,t,]. Ainsi Z(Z(X)) =
Z(Z(Z(I))) = Z(V1) = Z(I) = X. Ce qui acheve la démonstration.

3.2. La topologie de Zariski

3.2.1. Lemme. Une partie X de A" est un ensemble algébrique si et seulement si il
existent des polynémes fi,..., f. € Klt1,...,t,] tels que X = Z(f1,..., f;).

Démonstration. Supposons que X = Z(V) avec V C Klty,...,t,]. Alors X = Z(I)
avec I l'idéal engendré par V. Comme Klti,...,t,] est noethérien, I = (f1,..., f,) avec

fl,...,fTEK[tl,...7tn].

Remarque. On appelle X une hypersurface si X = Z(f) avec f € K[ty,...,t,] de degré

positif. Une hypersurface de A3 est une surface et une hypersurface de A? est une courbe.

3.2.2. Lemme. (1) A" et () sont des ensembles algébriques.

(2) L’intersection d’une famille quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble
algébrique.

(3) La réunion d’une famille finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

Démonstration. (1) A" = Z(0) et § = Z(1).

(2) Soit X, = Z(I,) avec I\ < K|ty ...,t,] pour tout A € A. Alors

Xy AeA}=2(> 1.
AEA

(3) Soit X; = Z(I;) avec I; I K|ty,...,t,| pour tout 1 <i <n. Alors

Remarque. Toute partie finie est un ensemble algébrique.

3.2.3. Théoreme. Le n-espace affine A" est un espace topologique ayant pour ensem-

bles férmés les ensembles algébriques. Cette topologie s’appelle la topologie de Zariski.
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Exemples. (1) Considérons A'l. Soit ) € X C A™ un ensemble algébrique. Alors il
existent fi,..., f, € KJt|] tous non nuls tels que X = Z(fi,..., f.). Or chauge f; admet
seulement un nombre fini de racines dans K. Ainsi X est finie. Par conséquent, les ensembles

fermés propres de A! sont les sous-ensembles finis.

(2) Soit n > 1 et considérons A" . Alors un point de A™ est une matrice carrée d’ordre
n. Soit GL(n, K) le groupe des matrices inversibles d’ordre n. Alors GL(n, K) est un ouvert

de A™. En effet, considérons le polynome

det ((tij)nxn) = Z sgn(0) (tio(n)t20(2) * * * tro(mn)-

Alors A = (a;j)nxn € GL(n, K) si et seulement si det (a;;)nxn) # 0. Donc GL(n, K) est le

complémentaire de Z(det (t;;)nxn)), €t donc un ouvert de A™ .

Soit T" un espace topologique. Rappelons qu'un sous-ensemble X de T est lui-méme un
espace topologique muni de la topologie induite de celle de T. On dit que T est irréductible

s’il n’y pas des ensembles fermés propres F et Fy tels que T'= Fy U F.

3.2.4. Proposition. Soit T un espace topologique irréductible. Alors tout ouvert U de
T est également irréductible.

Démonstration. On peut supposer que U # (). Soit U = F}UF, avec F et F, ensembles
fermés de U. Alors il exsitent des ensembles fermés E7, Fy de T tels que F; = UNE;, 1 =1,2.
Or E = T\U est fermé tel que T'= EUU = FE U E; U Ey. Comme T est irréductible et
T #FE, onaTl =FE ouT = FE,. Ainsi U = F; ou U = F,. Ce qui montre que U est

irréductible.

3.2.5. Définition. Un ensemble algébrique X de A" est dit irréductible si X est

irréductible en tant que sous-espace topologique de A™.

Soit T un espace topologique et X un sous-espace de T'. Si X est fermé (respectivement,
ouvert), alors un sous-ensemble Y de X est fermé (respectivement, ouvert) dans X si et
seulement si Y est fermé (respectivement, ouvert) dans 7. Ainsi un ensemble algébrique
X est irréductible si et seulement si X = X; U X, avec X;, X5 des ensembles algébriques

entraine que X = X; ou X = Xs.
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3.2.6. Proposition. Soit X un ensemble algébrique de A™. Alors X est irréductible si
et seulement si Z(X) est un idéal premier de K[tq,...,t,].

Démonstration. Supposons que X est réductible. Alors X = X; U X5, ou X; et Xs
sont les ensembles algébriques avec X; C X, i = 1,2. Alors Z(X) C Z(X;), ¢ = 1, 2. Prenons
fi € Z(X;)\Z(X). Alors pour tout € X, soit fi(z) = 0 soit fo(z) = 0. Ainsi (f;f2)(x) = 0.
Ce qui montre que fify € Z(X). Donc Z(X) n’est pas premier.

Supposons que Z(X) n’est pas premier. Alors il existent f,g € K[t1,...,t,]\Z(X) tels
que fg € Z(X). Posons I; = Z(X) + (f;), i = 1,2. Alors Z(X) C I;, i = 1,2. Comme
Z(X) est radiciel, Z(I;) C Z(Z(X)) = X, i = 1,2. Ce qui donne Z(I;) U Z(I,) C X. Si
z € X, alors fi(x) =0 ou fo(x) =0 car fifs € Z(X). Ainsi x € Z(I;) ou z € Z(I3). Donc
X C Z(I) U Z(l). Ainsi X = Z(1;) U Z(15) est réductible.

Exemples. (1) A" est irréductible car Z(A™) = 0 est premier.
(2) GL(n, K) est irréductible car GL(n, K) est un ouvert de A"

3.2.7. Corollaire. Soit I un idéal radiciel de K[t,...,t,]. Alors Z(I) est irréductible
si et seulement si I est premier. Par conséquent, les ensembles algébriques irréductibles
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de K|t, ..., t,].

Démonstration. Comme [ est radiciel, on a Z(Z(I)) = I.

3.2.8. Proposition. Soit X un ensemble algébrique de A™. Alors X contient un seul

point si et seulement si Z(X) est un idéal maximal de Klty,...,t,]. Par conséquent, les
points de A™ correspondent biunivoqument aux idéaux maximaux de K[ti,...,,].
Démonstration. Si Z(X) est maximal, alors Z(X) = (¢; — a1,...,t, — a,). Alnsi

X = 2(Z(X)) = {(a,...,a,)}. Réciproquement si X = {(a,...,a,)}, alors X = Z((t; —
ai, ... t, —ay)). Ainsi Z(X) = Z(Z((t1 — a1, .., th —ay))) = (1 — ag, ..., t, — a,) est

maximal.

3.2.9. Théoreme. Soit X un ensemble algébrique. Alors X admet une unique
décomposition comme suit:

X=X, UXoU-- - UXp,
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ou Xj,...,X,, sont des ensembles algébriques irréductibles tels que X; € X; si i # j. On
appelle X1, ..., X,, les composantes irréductibles de X.
Démonstration. D’abord supposons que X n’admet pas de telle décomposition. Alors

il existe une suite décroissante
X=X2X;D> DX, D+
d’ensembles algébriques de A™. Ainsi on obtient une suite croissante
I(Xo) CI(X)C---CI(X,)C---

d’'idéaux de K]ty,...,t,], une contradiction. Donc il existent des ensembles algébriques
irréductibles Xy,...,X,, tels que X = X; U X5 U --- U X,,. On peut supposer que m est
minimal. Alors X; € X si¢# j. Soit X =Y, UY,U---UY), avec Yi,...,Y), des ensembles

algébriques irréductibles avec Y; € Y; si i # j. On se fixe un 1 <4; < m. Alors
Xy =Xy NX=(X;, NY)U (X, NY)U---U(X;, NY,).

Comme X;, est irréductibe, X; = X; NYj pour un 1 < j; < p, c’est-a-dire, X;, C Y. De
méme, Y;, C X;, pour un 1 < iy <m. Ainsi 4, =iy et X;, =Y. Maintenant on voit que la

décomposition est unique.

3.2.10. Théoréme. Soit f = f|" --- f'm € Klty,...,t,], ou fi,..., f. sont irréductibles
tels que f; [ f; sii# j. Alors Z(f1),..., 2Z(f.) sont les composantes irréductibles de Z(f).
Par conséquent, les hypersurfaces irréductibles de A™ corréspondent biunivoquement aux
polynomes irréductibles de K[tq,. .., 1,].

Démonstration. D’abord, (f;) est un idéal premier de Kty, ..., t,] car f; est irréductible.

Ainsi Z(f;) est irréductible. Or il est évident que
Z(f) = Z2(f)U---UZ(f).
Si Z(f;) C Z(f;), alors (f;) C (f;). Ainsi f; | f;, Ce qui donne ¢ = j.
Soit X C A" et Y C A™. Posons
X xY ={(ar,...,an,b1,...,bp) €A™ | (a1,...,a,) € A", (by,...,by,) € A™}.
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3.2.11. Proposition. Soient X et Y des ensembles algébriques de A™ et de A™
respectivement. Alors X x Y est un ensemble algébrique de A™™.
Démonstration. Soit X = Z(f1,...,fp), fi.-.., [y € K[t1,...,tu]etY = Z(g1,...,9,),

91,94 € K[t1,..., ;). Pour tous 1 <i <p, 1 <j <gq, posons

E(tl, . 7tn+m> = fi(tla . ,tn), Gj(tl, .. ;tn—i-m) = gj(tn—i-l; . >tn+m) € K[tl, . 7tn+m]-

On voit aisément que X x Y = Z(Fy,..., F,,G1,...,Gy).

3.3. Fonctions régulieres

On se fixe X un ensemble algébrique de A™.

3.3.1. Définition. Une fonction ¢ : X — K est dite réguliére s’il existe f € K[t1,...,t,]
tel que pour tout x = (ay,...,a,) € X, é(x) = f(ai,...,a,). Dans ce cas, on dit que ¢ est
la fonction réguliere déterminée par f et on note ¢ = f|x.

On voit aisément que 1’ensemble K[X] des fonctions régulieres sur X est une K-algebre,

appelée I'anneau des coordonnées de X, pour les opérations suivantes:

(ag)(z) = ad(x), (¢ +)(x) = ¢(z) + P (x), (pv)(2) = Pp(x)(x).

3.3.2. Proposition. Soit X un ensemble algébrique de A™. Alors
K[X] = Klty,...,t,]/Z(X).

Par conséquent, X est irréductible si et seulement si K[X] est un domaine d’intégrité.

Démonstration. On voit que
O Klty,...,t,] = K[X]: fr— fl|x

est un épimorphisme de K-algebres. Or f €Ker(®) si et seulement si f(x) = 0 pour tout
x € X siet seulement si f € Z(X). Par conséquent, K[X| = K[ty,...,t,]/Z(X).

Exemples. (1) K[A"] = K[ty,...,t,)].
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(2) Si X contient un seul point, alors K[X] = K.
(3) Soit X = {(a,b) € A? | ab=1}. Alors K[X] = K[t,t71].
Démonstration. On voit que X = Z(t;to — 1). Comme t1t5 — 1 est irréductible, on a

Z(X) = (tite — 1). Ainsi K[X]| = K[t1,ts]/(t1t2 — 1). Il est évident que
O K[ty ts] — K[t,t 7] 2 fty,t2) — f(t,t7h)

est un épimorphisme de K-algebres et (t1to — 1) C Ker (®). Or tout f € Klt;, o] s'écrit
[t t2) = Z filtit2)th + Zgj(t1t2>téa
i=0 Jj=1
ou f;,9; € K[y]. Si f €Ker (®), alors
P g A
O(f) =3 _ L+ gi(1)r7 =0.
i=0 j=1

Donc f;(1) = gj(1) =0, et donc y — 1| f;(y) et y—1] g;(y), pour tous 0 <i < pet 1l <j<gq.
Par conséquent, 1ty — 1| fi(t1t2) et t1ta — 1| gj(t1t2), pour tous 0 < i <pet 1 <j <gq. Ce
qui donne f € (t1to — 1). Donc Klty,to]/(tits — 1) = K[t t71.

3.3.3. Théoreme. Soit X un ensemble algébrique de A™. Alors X est fini si et seulement
si dimg K[X] est fini. Dans ce cas, | X| <dimg K[X].

Démonstration. On a K[X]| = K|t,...,t,]/Z(X). Soient z1,---,z, des points dis-
tincts de X. Pour tout 1 <i <r, Z(xy,...,x,) C Z(x1,...,Ti—1,Tis1,---,Tr). Ainsi il existe
fi € K[t1,...,t,] tel que fi(z;) = 8y, 5 =1,...,r. Posons fi = fi +T(X), i = 1,...,7.
Siy, Nifi = 0 avec \; € K, alors Yy Nifi € I(X). Donc \; =0, ¢ =1,...,r. Donc
dimg Klt1,...,t,]/Z(X) > r. Par conséquent, si dimy K[X] est fini, alors | X | < dimyx K[X].

Réciproqument supposons que X = {(ai1,...,a1),...,(as1,...,0s,)}. Posons f; =
I, (t; —aij), j =1,...,n. Alors f; € Z(X), c’est-a-dire, f; = 0. Donc #; est intégral
sur K. Ainsi K[ty,...,t,]/Z(X) = Klti,...,t,] est intégral sur K. Donc K[X]| est un
K-module de type fini. Donc dim x K[X] est fini.

3.3.4. Proposition. Soient X et Y des ensembles algébriques de A" et de A™ respec-
tivement. Alors

K[X x Y] K[X] @k K[Y].
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Démonstration. Soient ¢ € K[X] et ¢ € K[Y] déterminées par f € Klt,...,t,] et

g € K[tq,...,ty], respectivement. Alors

G X XY = K:(an,... an b, bp)— dlat,...,an) (b, ... by)

est une fonction réguliere déterminée par f(t1,...,tn) 9(tns1, - s tnim) € K[t1, ... tnm]. 11

est évident que I'application
KIX]x K[Y] = K[X xY]:(¢,9) — -1

est K-bilinéaire. Ainsi il existe un homomorphisme ® : K[X] @k K[Y] — K[X x Y] de
K-algebres tel que ®(¢ @ 1)) = ¢ - 1.

Considérons «o; : X — K : (a1,...,a,) — a; et §; © Y — K : (by,...,by) — b; et
X XY = K:(c1,. . Cnom) — . Alors K[X X Y] = K[v,...,Yam] et v = ®(ay @ 1)
pour 1 <l <nety=o(1®4F) pour n+1 <1 <n+m. Ainsi ® est surjectif.

Or supposons que {¢1,...,¢,} est une famille libre de K[X] et {¢1,...,9,} est une

famille libre de K[Y]. Supposons que 23:1 Xij ¢i -; =0, N\ € K. Alors pour tous

reXetyey,

q p

- . Z zg¢z (Z /\z](ﬁz ) )

Ainsi Y77, (3072, Aij¢i(x)) 1 = 0, pour tout x € X. Donc Y7, Ajjoi(z) = 0, pour tous
1 <j<getze X. Ainsi pour tout 1 < j < g, P | Njé; = 0. Par conséquent, \;; = 0,
pour tous 1 <i < petl <j<gq. Cequimontre que {¢;-1; |1 <i<p;1<j<q} est

libre. Par conséquent, ® est injective. Donc ® est un isomorphisme.

Soient A et B des K-algebres. On voit aisément que A @ B est un domaine d’intégrité

si et seulement si A et B sont des domaines d’intégrité.

3.3.5. Proposition. Soient X et Y des ensembles algébriques. Alors X x Y est
irréductible si et seulement si X et Y sont tous irréductibles.

Démonstration. On a K[X x Y| = K[X| ®x K[Y]. Ainsi X x Y est irréductible st et
seulement si K[X x Y] est un domaine d’intégrité si et seulement si K[X] et K[Y] sont des

domaines d’intégrité si et seulement si X et Y sont tous irréductibles.
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Soit X un ensemble algébrique de A™. On verra que ’anneau des coordonnées K |[X| joue
par rapport a X le méme role que K|tq,...,t,] par rapport a A™. D’abord, pour Y C X et
I C K[X], on pose

Ix(Y)={¢ € K[X]| ¢(y) =0 pour tout y € Y}

et
Zx(I)={ye X | é(y) =0 pour tout ¢ € I}.

3.3.6. Théoréme. Soient X un ensemble algébrique de A™ et K[X] l'anneau des
coordonnées de X.

(1) K[X] est noethérien de type fini en tant que K-algebre.

(2) Pour tout idéal T de K[X], Zx (Zx(I)) = V1.

(3) Le treillis des ensembles algébriques contenus dans X est anti-isomorphe au treillis
des idéaux radiciels de K[X] via les anti-isomorphismes Y +— Zx(Y) et I — Zx(I).

(4) Soit Y un ensemble algébrique contenu dans X. Alors Y est irréductible si et seule-
ment si Zx(Y') est premier; et Y contient un seul point si et seulement si Zx (V') est maximal.

Démonstration. On a I’épimorphisme de K-algebres
O Kty,...,t,] = K[X]: f— flx.

Ainsi on a (1). Or pour tout Y C X, onaZ(X) CZ(Y) et (Z(Y)) =Zx(Y); et pour tout
I(X)CJ <D K[ty,...,t,], ona Z(J) = Zx(®(J)) et ®(VJ) = /B(J).
(2) Soit I < K[X]. Alors [ = ®(J) avec Z(X) C J < K]ty,...,t,]. Donc

Ix (Zx(1) = Ix (Z(J)) = 2 (Z(Z())) = ®(V]) = VO(J) = V1.
(3) Soit Y C X un ensemble algébrique, Zx(Y) = ®(Z(Y)). Ainsi
Zx (Ix(Y)) = Z2x (®(Z(Y))) = Z(Z(Y)) = Y.

Soit I 4 K[X] radiciel. Alors I = ®(J), ou J est un idéal radiciel de K[ti,...,t,] avec
Z(X). Ainsi
Ix (2x(1)) = Ix (2(J)) = ®(Z(2(]))) = ®(J) = I.



(4) Soit Y € X un ensemble algébrique. Alors ®(Z(Y)) = Zx(Y). Ainsi Y est irréductible
(respectivement, contient un seul point) si et seulement si Z(X) est premier (respectivement,
maximal) si et seulement si ®(Z(Y")) est premier (respectivement, maximal) si et seulement

si Zx(Y') est premier (respectivement, maximal).

Enfin on étudiera quelle algebre est ’algebre des coordonnées d’un ensemble algébrique.

Un anneau A est dit réduit si N(A) = 0, c’est-a-dire, A n’a pas de diviseurs de zéro.

3.3.7. Proposition. Soit A une K-algebre. Alors A est isomorphe a I'anneau des
coordonnées d’un ensemble algébrique si et seulement si A est réduite de type fini.

Démonstration. Soit X un ensemble algebrique de A™. Alors Z(X) est radiciel et
K[X] = K|t,...,t,]/Z(X). 1l est évident que K[X] est de type fini en tant que K-algebre.
En outre,

N (Kt ) /T(X)) = VIX)/T(X) = T(X)/T(X) = 0.

Donc K[X] est réduit.

Réciproquement supposons que A est réduit de type fini en tant que K-algébre. Soit

A= Klay,...,a,). Alors A= K[ty,...,t,)/I avec I I K[ty,...,t,]. Comme A est réduit,
N (K[ty, ... t)/ 1) =VI/I =0.

Ainsi I est radiciel. Posons X = Z(I). Alors Z(X) = I et donc K[X] = Klty,...,t,)/] = A.

Le résultat est donc prouvé.

3.4. Applications régulieres

On se fixe X un ensemble algébrique de A™ et Y un ensemble algébrique de A™.

3.4.1. Définition. Une application ¢ : X — Y est dite régulicre s’il existent m fonctions

régulieres ¢q, ..., ¢p, sur X telles que ¢(z) = (¢1(x), ..., dom(x)), pour tout x € X.

Remarque. Une fonction réguliere sur X n’est rien qu'une application réguliere de X

dans Al
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Exemples. (1) Toute application linéaire ¢ : A" — A™ est réguliere.

Démonstration. D’abord soit ¢ : A™ — K une application linéaire. Soit {eq,...,e,} la
base canonique du K-espace vectoriel A™. Posons \; = ¢(e;) € K,i = 1,...,n. Alors pour
tout x = (ay,...,a,) € A" ona ¢(x) = \ja; +- - -+ A\ya,. Ainsi ¢ est une fonction réguliere
déterminée par le polynome f = A\it1+---+ A\, t,. Or ¢ : A™ — A™ une application linéaire.
Pour tout 1 <i<m, 3;: A™ — K : (by,...,by) — b; est linéaire. Ainsi ¢; = f;0¢: A" —

K est linéaire et donc réguliere. En outre pour tout x € X, ¢(z) = (¢1(x), ..., om(x)).
(2) Soit X I'hyperbole de A? définie par léquation t1t, = 1. Alors

1
¢:X—>A1:(a,b)>—>a

est une application réguliere. En effet f =t € K]t, 5] est tel que pour tout z = (a,b) € X,

o) = = =b = f(a)

(3) Soient X un ensemble algébrique de A" et f € Klti,...,t,] tel que f(z) # 0 pour
tout x € X. Soit Y C X x A' défini par I'équation t,,1f(t1,...,t,) = 1. Alors

1
GV AT ) o s
est une application réguliere. En effet, g = t,11 € Klt1,... 1y, tnp1] tel que pour tout
y=(ay,...,an,an11) €Y,
1
W(y) = m = any1 = 9(y).

3.4.2. Lemme. La composée de deux applications régulieres est réguliere.
Démonstration. Soient ¢ : X — Y et ¢ : Y — Z des applications régulieres, ou X,Y

et Z sont des ensembles algébriques de A", de A™ et de AP respectivemnt. Alors il exsitent

fioooosfm € Klta, ... ta] et g1,...,9, € Klt1,..., 1] tels que ¢(z) = (fi(z),..., f(x)),
pour tout = € X et ¥(y) = (g1(y), .- -, 9p(y)), pour tout y € Y. Pour 1 < i < p, posons

hi = gi(f1<t1,...,tn>, Ty, fm(th;tn)) S K[tl,...,tn].

Alors pour tout z € X, (¢ o ¢)(z) = (hi(x),. .., hy(z)). Donc ¢ o ¢ est réguliere.
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Sir, ..., m € K[X],onpose ¢ = (¢1,...,0m): X — A" par ¢(x) = (¢1(x),...,dm(T))
pour tout x € X.

3.4.3. Lemme. Soit ¢y, ..., ¢, € K[X]. Alors ¢ = (¢1, ..., ¢,) définit une application
réguliere de X dans Y si et seulement si pour tout f(ty,...,t,) € Z(Y), f(é1,...,¢m) =0
dans K[X].

Démonstration. ¢ définit une application réguliere de X dans Y si et seulment si
o(x) = (p1(x),...,0m(x)) € Y pour tout x € X si et seulment si pour tous z € X et
f(te, ... tm) € Z(Y),

0= J(6(@) = [(B1(2), ... 6m(@) = (f(b1.....0m)) (@)

si et seulment si f(¢1,...,¢m) = 0 pour tout f(t1,...,t,) € Z(Y).
3.4.4. Proposition. (1) Si ¢ : X — Y est une application réguliere, alors
9" K[Y] - K[X]:y—> 704

est un homomorphisme de K-algebres.

(2)Sig: X =Y ety:Y — Z des applications régulieres, alors (¢ o ¢)* = ¢* o ¢*.

(3) Si @ : K[Y] — K[X] est un homomorphisme de K-algebres, alors il existe une
seulement application réguliere ¢ : X — Y telle que & = ¢*.

Démonstration. (1) Soit v € K[Y]. Comme v et ¢ sont régulieres, v o ¢ est réguliere.
Ainsi ¢*(y) € K[X]. 1l est évident que ¢* est un homomorphisme de K-algebres.

(3) Soit @ : K[Y]| — K[X] un homomorphisme de K-algebres. Remarquons que

Bi:Y = K:(by,....,bp) = by, i=1,....m

sont des fonctions régulieres sur Y telles que K[Y] = K|[f1,...,Bn]. Posons ¢; = ®(5;) €
K[X] pour tout 1 < i < m et ¢ = (¢1,...,0n). Or pour tout f(ty,...,tn) € Z(Y),
f(Bi, ..., 0m) =0dans K[Y]. Ainsi pour tout f(ti,...,t,) € Z(Y),

F(o1 s bm) = F(2(B1), ., 2(Bn)) = (f(Br, - - .m)) = 2(0) = 0.

Ce qui montre que ¢ = (¢1,...,¢,) définit une application de X dans Y. Or pour tout
1<i<m, ¢*(8;) = Big = ¢i = @(5;). Ainsi ¢* = ® car K[Y] = K[B,..., 3]
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En outre soit ¢ = (¢1,...,%y) : X — Y est une application réguliere telle que ¥* = &
Alors pour tout 1 < i < m, 1o, = Bip = *(5;) = ®(F;) = ¢;. Ainsi ¢ = .

Remarque. On voit aisément que 1y = lgx].

3.4.5. Proposition. Soit ¢ : X — Y une application réguliere. Alors ’lhomomorphisme
¢* : K[Y] — K[X] est injectif si et seulement si ¢(X) est dense dans Y (c’est-a-dire, Y est
la fermeture de ¢(X) dans Y).

Démonstration. Soit Z la fermeture de ¢(X) dans X. Pour tout v € K[Y], v € Ker(¢*)
si et seulement siy(¢(z)) = 0 pour tout = € X si et seulement si ¢(X) C Zy(7) si et seulment
si Z C Zy(y) car Z(v) est fermé.

Supposons que ¢(X) est dense dans Y. Si vy € Ker(¢*), alors Y = Z = Zy(y). Ainsi
v = 0. Donc ¢* est injectif.

Supposons que ¢(X) n’est pas dense dans Y. Alors Z = Z([) avec I < K[Y] non nul.
Prenons v € I non nul. Alors Z C Z(v). Ainsi v € Ker(¢*). Donc ¢* n’est pas injectif.

3.4.6. Définition. (1) Une application réguliere ¢ : X — Y s’appelle isomorphisme s'il
existe une application réguliere v : Y — X telle que Yo = 1x et pop = 1y.

(2) On dit que X et Y sont isomorphes s’il existe un isomorphisme ¢ : X — Y.

Remarque. Un isomorphisme est nécessairement bijectif. Mais un application réguliere

bijective n’est pas nécessairement isomorphisme.

Exemples: (1) Soit X la parabole généralisée définie par I'équation t, = t avec k > 2.
Alors X = Al
Démonstration. On voit que ¢ : X — Al : (a,b) — aety: Al — X : a— (a,b*) sont

régulieres telles que ¢ o) = la1 et Yo ¢ = 1.
(2) Soit X I’hyperbole de A? définie par léquation ¢;¢, = 1. La projection
p: X — A':(a,b) —a

est réguliere, mais pas un isomorphisme.

44



(3) Soit X la courbe de A? définie par I'équation t3 = ¢3. Alors
¢: A" — X :a (a? d®)

est réguliere bijective. Mais ¢ n’est pas un isomorphisme.

Démonstration. Supposons que ¢ est un isomorphisme. Alors ¢! est réguliere. Sup-
posons que ¢! est déterminée par f(t1,ts) € K|ty,t5]. Alors f(0,0) = ¢~1(0,0) = 0. Donc
f= Z Q1M 57 Qpyry € K.

r1+re>0
Alors pour tout @ € K*, on a
a= ¢_1<¢(a>) = f(CLQ, a3) = Z aT1T2a2T1+3T2'
r1+r2>0
Donc g(t) =t =3, ..~ Qpy o 12717372 est un polynome non nul ayant une infinité de racines

dans K. Ce qui est impossible.

3.4.7. Proposition. X et Y sont isomorphes si et seulement si K[X] et K[Y] sont
isomorphes.

Démonstration. Soient ¢ : X — Y et ¢ : Y — X des applications régulieres telles que
pop=1xetpoyp=1ly. Alors Igix) = 1% = (Yo @)" = ¢* oyp*. De méme, * 0 ¢* = gy
Ainsi K[Y] =2 K[X].

Réciproquement soient ® : K[X] — K[Y] et U : K[Y] — K[X] des homomorphismes de
K-algebres tels que ® oW = ligy) et Wod = lgx). Or il existent des applications régulieres
¢:Y = Xettp: X =Y telles que ¢* = @ et p* = W. Alors (o p)* = PoW = lgp) = 1y
Donc v o ¢ = 1y. De méme ¢pop = 1.

On a prouvé que la catégorie des ensembles algébriques ayant pour morphismes les ap-

plications régulieres est anti-équivalente a la catégorie des K-algebres réduites de type fini.
3.5. Fonctions rationnelles et applications rationnelles

On se fixe X un ensemble algébrique irréductible de A™ et Y et Z des ensembles

algébriques de A" et de AP respectivement. Remarquons que K [X] est un domaine d’intégrité.
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3.5.1. Définition. Soient ¢,¢»p € K[X] avec v # 0. On appelle % une fonction

rationnelle sur X. De plus,

¢
K(X) = {E | ¢, ¢ € K[X]},
le corps des fractions de K[X], s’appelle le corps des fonctions rationnelles de X.

Remarquons qu’'une fonction rationnelle sur X n’est pas nécessairement définie en chaque

point de X.

3.5.2. Définition. Soit € une fonction rationnelle sur X. On dit que 6 est réguliére en
un point = € X s'il existent ¢, € K[X] tel que 0 = % et (x) # 0. Dans ce cas, on définit

Remarquons que 0(x) est correctment définie si 6 est réguliere en z. En effet, si ¢y, €
K[X] tel que 8 = % et Yy (x) # 0. Alors ¢y = 1. Ainsi ()1 (z) = Y(x)p1(z). Ce qui
1

donne o) _ dulx)

Y(z) B Py ()

Exemple. La fonction rationnelle § = t;t, sur A? n’est pas réguliere en (0,0). En effet

sl existent f,g € Klt1,t5] tels que = fg avec g(0,0) # 0. Alors tof = g. Ce qui donne

9(0,0) = 0, une contradiction.
3.5.3. Proposition. Sif € K(X), alors
U={x e X| 0 est réguliere en x}

est un ouvert non vide de X, appelé le domaine de définition de 6.
Démonstration. Soit = 3, ou ¢, € K[X] avec ¢ # 0. Ainsi il existe un z € X tel
que ¥(z) # 0. Donc x € U. Or pour tout y € U, il existent ¢,, 1, € K[X] avec 1,(y) # 0
y

tel que 0 = Z— Remarquons que U, = {z € X | ¢,(2) # 0} est un ouvert de X contenu
Yy
dans U. Par conséquent, U = U{U, | y € U} est un ouvert de X.

3.5.4. Lemme. Soit T un espace topologique irréductible. Si U; et U, sont des ouverts

non vides de T, alors U; N Uy # ).
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Démonstration. Ponsons F; = T\U;, i = 1,2. Alors F; C T est fermé, i = 1,2.
Supposons que U; NUy = 0. Alors Uy C Fy. Donc X = F, UU, = Fy U Fy, une contradiciton.

Ce qui acheve la démonstration.

3.5.5. Corollaire. Si 0q,...,0, € K(X), alors il existe un ouvert non vide U de X tel

que chaque #; est défini sur U.

3.5.6. Proposition. Soient #; et A5 des fonctions rationnelles sur X. Alors #; = 05 si
et seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que pour tout z € U, 0;(z) = Oo(z).

Démonstration. Soit U un ouvert non vide de X tel que pour tout x € U, 0;(z) = ().
Considérons 0 = 0; — 0, € K(X). Alors 6 s’annule sur U. On se fixe un x € U. Alors
= %, ou ¢, Y, € K[X] tels que ¢,(x) = 0 et ¥,(z) # 0. Or pour tout y € U, 6§ = Z—Z,
ou ¢y, 1Y, € K[X] tels que ¢,(y) = 0 et ¢, (y) # 0. Comme ¢, = ¢y, on a ¢,(y) = 0.
Ainsi U C Zx(¢,). Ce qui donne X = (X\U) U Zx(¢,). Comme U est non vide et X est

irréductible, on a X = Zx(¢,). Donc ¢, = 0. Par conséquent 6 = 0, c’est-a-dire, 0; = 6.

3.5.7. Définition. Soient 64,...,0,, € K(X). On appelle 0 = (64, ...,0,,) une applica-
tion rationnelle de X dans Y si (01(z),...,0n(x)) € Y lorsque les 6; sont toutes régulieres
en z. Dans ce cas on dit que 0 est réguliére en z et on note 0(z) = (01(z),...,0n(x)).

Le domaine de définition de 0 = (0y,...,0,,) : X — Y est I'ensemble des points =z € X
tel que 6 est réguliere en z, ce qui est un ouvert non vide de X.

On appelle (X) = {6(z) | € est réguliere en x} I'smage de 6.

Remarque. Une fonction rationnelle sur X n’est rien qu’'une application rationnelle de

X dans Al

3.5.8. Lemme. Soit 0;,...,0,, € K(X). Alors 0 = (04,...,0,,) définit une application
rationnelle de X dans Y si et seulement si pour tout f(ty,...,t,) € Z(Y), f(61,...,0,) =0
dans K(X).

Démonstration. Soit U l'intersection des domaines de défintion des 6;. Or 8 définit une
application rationnelle de X dans Y si et seulement si 0(x) = (0,(z),...,0,(z)) € Y pour

tout z € U si et seulement si pour tous x € U et f(t1,...,t,) € Z(Y),
0=f(0(z)) = f(6r(2),...,0m(x)) = (f(Or,-..,0n)) (2)
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si et seulement si f (6, ..., 0,,) s’annule sur U, pour tout f(ty,...,t,) € Z(Y) si et seulement

si f(01,...,0,) =0 pour tout f(ti,...,tm) € Z(Y).

Supposons que X et Y sont tous irréductibles. Soit 6 = (0y,...,0,,) : X — Y une
application rationnelle telle que 0(X) est dense dans Y. Soit ¢ € K(Y). Alors ¢ s’écrit

fte, s tm)ly

gty tw)ly
Remarquons que V = {y € Y| g(y) # 0} est un ouvert non vide de Y. Donc #(X) coupe

V car 0(X) est dense dans Y. Donc 0 # ¢(04,...,0,,) € K(X). Ainsi

fbr,...,0m)

g(@l, Ce ,Gm)

est une fonction rationnelle sur X. Ainsi si ¢of est réguliere en z € X, alors (¢pof) = ¢(0(x)).

qb: g(tl,...7tm)|y 7é0

pol=

Plus généralement, si n = (m1,...,7,) : Y — Z est une application rationnelle, alors la
composée no @ = (no6,...,n,00) est une application rationnelle de X dans Z. Sisino6

est réguliere en z € X, alors

(no8) =n(0(x)) = (m(0(x)),...,n0p(0)).

I est évident que la composition d’applications rationnelles est associative.

3.5.9. Proposition. Supposons que X et Y sont tous irréductibles. Soient 6 : X — Y
et 7 : Y — Z des applications rationnelles telles que 6(X) est dense dans Y et n(Y) est
dense dans Z.

(1) 0" : K(Y) — K(X) : ¢ — 0 0 ¢ est un monomorphisme de K-algebres.

(2) (no0) =6 oo

Démonstration. (1) D’abord supposons que ¢ = f|y € K[Y] avec f € K[t1,...,tm].
Posons 6 = (64,...,0,,) avec 0; € K(X). Alors ¢ o0 = f(0y,...,0,) € K(X). Soit U le
domaine de définition de 6. Si ¢p o6 = 0, alors ¢ o # s’annule sur (X). Ainsi 0(X) C Zy (o).
Ce qui donne Y = Zy(¢) car (X) est dense dans Y. Donc ¢ = 0. Par conséquent,

0" K[Y] - K(X):¢pr— ¢pob

est un monomorphisme de K-algebres. Ce qui évidemmment s’étend en un monomorphisme

de K-algebre 6% : K(Y) — K(X).
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(2) Pour tout ¢ € K(X), (no0)*(¢) =¢ponold =0(pon) =0 (n(¢)) = (6*on*)(¢).
Ainsi (no0)* = 0* on*.

3.5.10. Définition. Supposons que X et Y sont tous irréductibles.

(1) Une application rationnelle 6 : X — Y est dite birationnelle s’il existe une application
rationnelle n : Y — X avec n(Y) dense dans X telle que nf = 1y et 6n = 1y, ou U et V
sont les domaines de définition de n# et de 6n respectivement.

(2) On dit que X et Y sont birationnels s’il existe une application birationnelle § : X — Y.

(3) On dit que X est rationnel si X est birationnel a un espace affine A* avec s > 1.

Remarque. Une application birationnelle n’est pas nécessairement bijective.

Exemples: (1) Soit X I’hyperbole de A? définie par léquation t;t, = 1. La projection
p: X —A':(a,b)—a

est birationnelle. Ainsi un hyperbole est une courbe rationnelle.

Démonstration. D’abord p est réguliere et donc rationnelle. Or ¢ = (¢,1t) : A' — X
est une application rationnelle. On a g(A') = X\{(0,0)}. Ce qui est ouvert mais pas fermé
car tout ¢ € K[X] = K|[t,t7'] admet seulement un nombre fini de racines dans K. Donc
q(A') est dense dans X. On voit aisément que gp = 1 et pg = 1 sur leurs domaines de

définition.
(2) Soit X la courbe de A? définie par 1’équation t3 = t3. Alors
¢: A" — X :a— (a? d®)

est birationnelle.
Démonstration. D’abord ¢ est réguliere et donc rationnelle. Or 1) = tot; : X — Al
est une application rationnelle avec ¥(X) = A'\{0} dense dans A'. On voit aisément que

Yo =1 et ¢p = 1 sur leurs domaines de définition.

3.5.11. Lemme. Soit 6 : X — X une application rationnelle telle que 0* = 1 (x).

Alors 0(x) = x lorsque 6 est réguliere en .
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Démonstration. Posons 0 = (04,...,0,) et oy = ti|x, i = 1,...,n. Alors oy =
0*(a;) = a; 0 0 = 0;. Si 0 est réguliere en x = (ayq,...,a,), alors 0(x) = (01(x),...,0,(z)) =

(a1 (). ..., an(x)) = .

3.5.12. Théoréme. Soient X et Y sont tous irréductibles. Alors X et Y sont bira-
tionnelles si et seulement si K(X) = K(Y).

Démonstration. Soient §: X — Y et n: Y — X des applications birationnelles telles
quenof =1y et fon=1y,ouU et V sont les domaines de définition de no et de fon
respectivement. Or pour tout ¢ € K(X), (0* on*)(¢) = ¢ ono 6. Donc pour tout x € U,
(6% on*)(p)](x) = ¢(x). Donc (6% on*)(¢) = ¢, pour tout ¢ € K(X). Ce qui montre que
0" on* = lg(x). De méme, n* 0 6* = lg(yy. Par conséquent, K(X) = K(Y).

Supposons maintenant que ¢ : K(Y) — K(X) est un isomorphisme de K-algebres et
U = &' Posons 0; = ®(t;]y) € K(X), i =1,...,m. Pour tout f(t1,...,t,) € Z(Y), on
a f(tily,...,tmly) = 0. Ainsi f(01,...,0m) = O(f(61,...,6,)) =0. Donc 0 = (6,...,0,,) :
X — Y est une application rationnelle telle que 6* = ®. De méme, posons 7; = V(¢;|x).
Alors n = (91,...,m,) : Y — X est une application rationnelle telle que n* = ¥. Donc
(noB)* = lkx) et (§on)* = lkw). Soient V' les domaines de définition de no 6 et de fon
respectivement. Alors (1o 6)(z) = x pour tout z € U et (fon)(y) =y pour tout y € V. En
particulier, V' C 6(X). Si V4 est un ouvert de Y, alors V. N'V; # ). Donc §(X) NV # 0. Ce
qui montre que §(X) est dense dans Y. De méme, n(Y") est dense dans X. Ce qui acheve la

démonstration.

3.5.13. Lemme. Soit ' C E une extension de corps algébrique avec F' infini. Soit
a € E séparable sur F'. Alors pour tout § € E, F(a, ) = F(vy) pour un vy € E.
Démonstration. Soit L une cloture algébrique de E. Soient m@(t) et mP(t) les

polynémes minimaux de « et de [, respectivement, sur F. Alors mg(t) ={t—=p) - (t—

Br), Bi € L, B1 =0 et

mpt) =t —aq)(t —ag) - (t—a), & €L, o =, oy # ay si i # J.

B—5Gi

Oé—Olj

Comme F est infini, il existe a € F tel que a #

Posons v =  — aa. Alors F(v) C F(a, ).

pourtous 1 <i1<retl<j<s.
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Posons g(t) = m(8 + at), un polynéme sur F(v). Alors g(a) = m?(3) = 0. Ainsi
M,y () | g(t), ot mg.(¢) est le polynéme minimal de a sur (7). Or pour tout 1 < j <'s,
g(aj) = m?(v—I—aog) # 0 car y4aa; # f; pour tous 1 <7 <retl<j<s. Par conséquent

t —a; fg(t). En particulier, ¢ — a; fmf ) (¢) pour tout 1 < j < s. Mais

M () [ mg(t) = (t — )t — ag) -~ (t — ).
Ce qui donne m§ (1) =t — «, clest-a-dire, @ € F(y). Ainsi = 7+ aa € F(y). Donc
Fla, 8) = F(7).

0
3.5.14. Lemme. Soit f € K|[ty,...,t,] irréductible. Alors % =0pourun 1 <i<n,.

0
D’emonstration. Supposons que % = 0 pour tout 1 <1i < n. Alors char(K)=p >0

et
f= Z gy T 80y €KL

Comme K est algébriquement clos, ay,...,, = (by,...,,, )P avec b,,...,, € K. Ce qui donne

f= (Z byyoor, 101+ -t;;n)p,

ce qui contrdit que f est irréductible sur K.

3.5.15. Lemme. Soit K C L une extension de corps dont le degré de transcendance est

d. Si L peut étre engendré par d + 1 éléments, alors L = K (uy,...,Uqg, Ugs1), OU U, ..., Uq
sont algébriquement indépendants sur K et f(uq, ..., uq, uqs1) =0 avec f € K[t1,. .., tas1]
0
irréductible et / # 0.
Ot
Démonstration. Soit L = K(u,...,uq,uqr1). On peut supposer que {ui,...,uq}
est une base de transcendance de L sur K. Comme vq,...,04, Vg4 sont algébriquement

dépendants sur K, il existe f € K[t,...,tq411] irréductible tel que f(uq, ..., uq, ugy1) = 0.
0
Or % # 0 pour un 1 < i < d+1. Donc u; est algébrique sur K (1, ..., Ui—1, Uit1,-- -, Uds1)-

Comme le degré de transcendance de L sur K est d, on voit que uy, ..., U1, U1, - - -, Ugi1

sont algébriquement indépendants sur K, et donc forment une base de transcendance de L

of
0.
Ot 7

sur K. Donc on peut supposer que

3.5.16. Lemme. Soit K C L une extension de corps de type fini dont le degré de

transcendance est d. Alors L = K (uq,...,uq,ugy1), ou d .
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Démonstration. Supposons que le lemme n’est pas vrai. Comme K C L est une ex-

tension de type fini, il existe m minimal tel que L = K(vy,...,vy). Alors m > d + 2.
On peut supposer que {vy,...,v4} est une base de transcendance de L sur K. Remar-
quons que le degré de transcendance de K(vq,...,v4,v4+1) sur K est également d. Ainsi
K(vi,...,v4,0q41) = K(uy,...,uq,ugr1), OU Uy, ..., uq sont algébriquement indépendants
sur K et f(uq,...,uq,uqr1) = 0 avec f € K[tq,...,tqs1] irréductible et of # 0. Comme
f est irréductible sur K, on voit que g(t) = f(uy,...,uq,t) est un polynémed;inimal de ugyq
sur K(uy,...,uq). Remarquons que % # 0. Ainsi ugyq est séparable sur K(uyg,...,uq).
Donc
K(vi, ... 04, Va41,Vara) = K(ug, ..., uq)(Uge, Vo) = K(ug, ..., uq)(v),

ce qui contredit la minimalité de m. Le résultat est donc prouvé.

3.5.17. Théoreme. Tout ensemble algébrique irréductible est birationnel a une hyper-
surface irréductible.
Démonstration. Soit X un ensemble algébrique irréductible de A"™. Alors K C K (X)

est une extension de type fini. Soit d le degré de transcendance de K(X) sur K. Alors

K(X) = K(uy,...,ug,ugs1), O uy,...,uq sont algébriquement indépendants sur K et
0

fur, ... ug,uqgr1) = 0 avec f € Klty, ..., tqr1] irréductible et 8tf # 0. On sait que
d+1

g(t) = f(uy,...,uqt) est un polynome minimal de ugyq sur K(uq,. .., uq).

Posons Y = Z(f) € A%l Comme f est irréductible sur K, on a Z(Y) = (f). Ainsi
K(Y) = Klt1,...,ta,tas1]/(f). Posons t; = t; + (f), i = 1,...,d + 1. Si ty,...,tq sont
algébriquement dépendants sur K, alors il existe g € K|[sq,...,s4] tel que g(ty,...,tq) =
# 0. Donc

0, c’est-a-dire, f(ty,...,ta,tas1)|g(ts,...,tq), ce qui est impossible car s
t1,...,tq sont algébriquement indépendants sur K. Comme f est irréductible sur K, h(t) =
f(t1,...,tq) est un polynéme minimal de ¢4, sur K(¢y,...,t4). Or il existe un isomorphisme
de corps

(I):K(Ul,...,ud)—>K(Z?1,...,I?d) U1'—>tz

En particulier ®(g(t)) = h(t). Donc K(uy,...,ug, ugr1) = (t1,...,tq,t4r1), ¢'est-a-dire,
K(X)= K(Y). Ainsi X et Y sont birationnels. Ce qui acheve la démontration.
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Chapitre IV: Espaces projectifs

4.1. Ensembles algébriques projectifs

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps algébriquement clos. Pour tout (ag, ay, ..., a,) €

K™ non nul, on pose (ap: ay: -+ :a,) = {(Xag, Aay, ..., Aa,) | A € K*} et on appelle
P"={(ap:ay: - :ay)| (ag,as,...,a,) € K" non nul}

U'espace projectif de dimension n. On voit que (ag : ay : --- : ap) = (by : by = -+- = by) si
et seulement si il existe A € K* tel que (bg,by,...,b,) = Aag, a1, ...,a,) si et seulement si
(ag,ai,...,an) et (bo,by,...,b,) se trouvent sur la méme droite du K-espace vectoriel K™+,
Donc les points de P™ correspondent biunivoquement aux droites du K-espace vectoriel A"+!.
Sizx e P"et x = (ap:ay:--:ay), on appelle (ag,ay,...,a,) un systeme de coordonnées

homogenes de . On voit aisément que ’application
A" —P": (ar,...,a,) — (L:iay:---:ay)
est injectif. On appelle © = (ag : a1 : -+ - : a,) € P™ un point a Uinfini si ag = 0.

Exemples. (1) On appelle P! la droite projective. On voit que P! = {(1 : b) | b €
K}U{(0:1)}. Le point (0 : 1) est le seul point & I'infini. On peut également obtenir P! &

partir du cercle unité du plan affine en identifiant (a,b) avec (—a, —b).

(2) On appelle P? le plan projectif. On voit que
P’={(1:b:¢)|(byc) e A’ U{(0:1:¢)|ce K}{(0:0:1)}.

Les points a Uinfini {(0 : b : ¢) | (b : ¢) € P'} forment une droite projective. On
peut également obtenir P? & partir de la sphere unitée de A3 en identifiant (a,b,c) avec

(—a, —b,—c).
On dit que f € K[to,t1,...,t,] est homogéne de degré d > 0 si

— T04T1 T
f(tostr, ... tn) = § Aoy bo B 10"y Qrgryoer, € K
ro+rittrn=d
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Remarquons que tout f € Kty ty,...,t,] s’écrit f = fo+ fi+ -+ fm, oU f; est homogene
nul ou de degré i. On appelle fy, f1,..., fm les composantes homogénes de f. Un idéal I
de Klto,t1,...,t,] est dit homogéne si pour tout f € I, toutes les composantes homogenes
de f appartinnent a I. Il est évident que l'intersection d’une famille quelconque d’idéaux

homogenes est homogene.

4.1.1. Lemme. Un idéal I de K|to,ty,...,t,] est homogene si et seulement si I est
engendré par des polynomes homogenes.

Démonstration. Soit I < Kltg,t1,...,t,] homogene. Alors I = (¢1,...,g,). Soient
Gi0, Gi1, - - - » Gia; les composantes homogenes de g;. Comme [ est homogene, g;; € [, 1 <7 <7
et 0 < j <d,;. Oril est évident que I est engendré par g;; € I, 1 <i<ret0<j<d,.

Supposons maintenant que I = (fi,..., fs) avec les f; homogenes. Si f € I, alors
[ =" figi 9 € Klto,t1,...,t,]. Solent gio, g1, ..., gia; les composantes homogenes de
gi- Alors f =577 | Z;L figij. Remarquons que f;g;; € I est homogene pour tous 1 <i <s
et 1 < j < d;. Ainsi les composantes homogenes de f appartiennent a I. Ce qui acheve la

démonstration.

Soit z € P™. On dit que f € Klto, t1,...,t,] s’annule en z si f(ag, a1, ..., a,) = 0 lorsque

(ag:ay:--:a,) =um.

4.1.2. Lemme. Soient x € P" et f € K[tg, t1,..., 1]

(1) Si f est homogene, alors f s’annule en z si et seulement si f(ag, a1, ...,a,) =0 pour
un systeme de coordonnées homogenes (ag, ay, - -, a,) de z.

(2) f s’annule en x si et seulement si toutes les composantes homogenes de f s’annulent
en z. En particulier, le terme constant de f est nécessairement nul.

Démonstration. (1) Supposons que f est homogene de degré d. Posons

flto sty ta) = > gy B0 AT g € K
rotri+etran=d
Sixz = (ag:a : - :a,) et A\ € K* alors f(lag,..., \a,) = Xf(ag,...,a,). Ainsi
f(ag,...,a,) =0 siet seulement si f(Aao, ..., a,) =0 pour tout \ € K*.
(2) Soit fo, f1,---, fm les composantes homogenes de f. Supposons qu'il existe un r
maximal avec 0 < r < m tel que f, ne s’annule pas en z. Alors il existe (ag,ay, -, a,) €
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K™ tel que o = (ag : ay : -+ : ap) et fr(ag,ar, -+, a,) # 0. Posons b; = fi(ap, a1, - -,a,) €
K, i=1,...,r. Alors pour tout A € K*, f(Aag,...,Aa,) = >;_obiA". Comme K est infini,
il existe \p € K* tel que )
F(Xoao, .- o) = Y Xy #0.
i=0

Ainsi f ne s’annule pas en x.
4.1.3. Proposition. Soit X C P". Alors
Z,(X) ={f € Klto, t1,...,t,] | f s’annule en = pour tout z € X}

est un idéal homogene radiciel de Kltg, t1, ..., t,].
Démonstration. Pour tout z € X, on a vu que L,(z) est un idéal homogene radiciel de

Klto,t1,...,t,). Donc Z,(X) = N{Z,(x) | x € X} Pest aussi.

4.1.4. Définition. Soit ¥ une famille de polynomes homogenes de Klto,t1,...,t,]. On
appelle
Z,X)={x € P"| tout f € ¥ s’annule en z}

un ensemble algébrique de P™ défini par X..
Si f € Klto,...,t,] est homogene non nul, on appelle Z,(f) hypersurface de P".

Une courbe projective est une hypersurface de P2,

On appelle un ensemble algébrique de A™ (respectivement, de P™) un ensemble algébrique

affine (respectivement, ensemble algébrique projectif).

4.1.5. Proposition. Soit X une partie de P". Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) X est un ensemble algébrique de P".

(2) X = Z,(f1,..., fr) avec f1,..., fr € K[to,t1,...,t,] homogenes.

(3) X = Z,(I) avec I un idéal homogene K|[to,t1, ..., t,).

Exemples. (1) Un point de P™ est un ensemble algébrique de P". En effet, Soit

x=1(ap:ay: - :a,). Alorsa, # 0 pour un 0 < r <n. Or
{z} = Z,(a,t; —ait, |0 <@ <mji#r).
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(2) Soit X ={(a:b:c) € P?|a®>—bc=0}. Alors
X={1:0:¢)|bc=1}U{(0:1:0}uU{(0:0:1)}.

Ainsi X se compose d'une I'hyperbole C' = {(1 : b : ¢) | be = 1} et deux points & U'infini
(0:1:0)et (0:0:1) qui correspondent aux directions asymptotiques de C'.
(3) Soient a,b,c € K non tous nuls. On appelle X = Z,(ato + bt; + ct2) € P? une droite

projective. Alors
X={(1:2:9)€P?|br+cy+a=0}U{(0:\:p)€P?|a\+ayu = 0}.

Sib=c=0,alors X = {(0: X:p) € PL.Sib#0ouc##0, alors {(1:2:y) €
P2 | bz + cy + a = 0} correspond & la droite affine définie par I'équation bz + cy +a = 0 et
{(0:X:p) € P? | agA+asp = 0} contient un seul point, ce quiest (0: —c: b) ou (0:b: —c).
En outre si Y = Z,(a'ty + b't; + t2) une autre droite projective, alors X et Y se coupent
toujours. En effet on peut supposer que (a, b, c) et (a/,, ) sont linéairment indépendants.
Si bd — b'c # 0, alors les droites affines définies par bz + cy +a =0 et par bz +y+a' =0

respectivement se coupent. Sinon, X et Y se coupent a I'infini.

4.1.6. Lemme. Soient X,Y des parties de P" et I,J des idéaux homogenes de
Klto, t1, ... ta).

(1) Si X C Y, alors Z,(Y) C Z,,(X).

(2) SiI C J,alors Z,(J) C Z,(1).

(3) L’intersection d’une famille quelconque d’ensembles algébriques de P™ est un ensemble
algébrique de P"™.

(4) La réunion d’une famille finie d’ensembles algébriques de P™ est un ensemble algébrique

de P™.

4.1.7. Théoreme. Pour tout n > 1, P™ est un espace topologique ayant pour ensembles

fermés les ensembles algébriques de P". Cette topologie s’appelle topologie de Zariski de P™.

4.1.8. Nullstellensatz projectif. Soit I un idéal homogene de Kltg, t1, ..., t,].

(1) Z,(I) = 0 si et seulement si (to,t1,...,t,)™ € I pour un m si et seulement si

(to,t1, ... tn) € VI
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(2) Si (to,t1,..-,tn) € VI, alors T,(Z,(I)) = V1.

Démonstration. D’abord, I = (fi,..., f.) avec fi,..., f. homogenes.
(1) Supposons que Z,(/) contient un point = = (ag : a1 : -+ - : a,) € P". Alors a, # 0 pour
un 0 < r < n. Ainsi pour tout m > 1, t7 ne s’annule pas en x. Ainsi (tg,t1,...,t,)" € I

pour tout m > 1.

Supposons maintenant que (to, t1,...,t,)™ € I pour tout m > 1. Alors I # (1). D’apres
Nullstellensatz, Z(I) # 0 et Z(Z(I)) = v/I. Supposons que Z(I) = {(0,0,...,0)}. Alors
VI = (to,ty,...,t,). Ainsi il existe s > 1 tel que t € I, i = 0,1,...,n. Ce qui donne
(to,t1,...,t,)*™ C I, une contrediction. Donc il existe y = (ag,as,...,a,) € A" non nul
tel que f;(y) =0, 1=1,...,r. Doncx = (ap: ay : -+ : a,) € P*tel que fi,..., f. s’annulent
en z, c’est-a-dire, Z,(I) # (.

(2) Supposons que (to,t1,...,t,) Z VI. Alors Z,(I) # 0. Soit f € T,(Z,(I)). Alors
f(0,0,...,0) = 0. Soit y = (ag,a1,...,a,) € Z(I). Siy = (0,0,...,0), alors f(y) = 0.
Siy # (0,0,...,0), alors z = (ag : a; : -+ : a,) € P" tel que fi(ag,as,...,a,) = 0, et
donc f; s’annule en x car f; est homogene, i = 1,...,r. Donc x € Z,(I). En particulier,
f(ag,ai,...,a,) = 0. Donc f € /I d’apres Nullstellensatz. Ce qui donne Z,(Z,(I)). Mais
il est évident que V1 C Z,(Z,(I)). Donc Z,(Z,(I)) = V1.

4.1.9. Corollaire. Les ensembles algébriques non vides de P™ correspondent biu-
nivoquement aux idéaux homogenes radiciels de Klto,t1,...,t,] qui ne contiennent pas
(to,t1,...,t,). Les idéaux homogenes premiers correspondent aux ensembles algébriques
irréductibles non vides.

Démonstration. Soit I < Kltg,ty,...,t,] homogene radiciel avec (to,t1,...,t,) € I.
Alors Z,(I) est non vide tel que Z,(Z,(I)) = VI = I. D’autre part, soit X = Z,(I) un
ensemble algébrique non vide de P, ou I est un idéal homogene de K|[tg,t1,...,t,] tel que
(to,t1,. - tn) € VI. Or VT =1T,(Z,(I)) est homogene radiciel tel que Z,(v1) = Z,(I) =
X. De plus Z,(Z,(X)) = Z,(L,(2,(VT))) = Z,(VI) = X.

Remarques. (1) P" est irréductible.

(2) Les points de P™ ne correspondent pas aux idéaux homogenes maximaux.
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4.1.10. Définition. Soit X un ensemble algébrique de P™. On appelle

C(X) = {(ag,a1,...,a,) € A" | (ag,ai,...,a,) = (0,0,...,0) ou (ag:a;:---:a,) € X}

la cone de X.

Exemples. (1) C(0) = {(0,0,...,0)}.
(2) Siz = (ag : ay : -+ : a,) € P alors C(z) est la droite de A" passant par
(ao, ag, ... ,an).

4.1.11. Proposition. Soit X = Z,(I) avec I < Kty, t1,
(1) Sil 7£ K[to,tl, e 7tn], alors C(X)
algébrique de A"*!.

.., t,] homogene radiciel.

Z(I). Ainsi C(X) est toujours un ensemble

(2) C(X) est irréductible si et seulement si X est irréductible.

Démonstration. (1) Si X =0, alors I = (to,t1,...,t,). Ainsi Z(I) = {(0,0,...,0)} =

C(X). Supposons maintenant que X # (). Posons I = (f1,..., f,) avec fi,..., f, homogenes.
Remarquons que le terme constant de f; est nul pour tout 1 < i < r. Ainsi (0,0,...,0) €
Z(I)n C(X). Or pour tout (ag,a,

...ya,) € A" non nul, (ag,a,
et seulement si f;(ag, as,

cooan) € Z(I) s
.,a,) = 0 pour tout 1 < ¢ < r si et seulement si f; s’annule
en (ap : a; : -+ : a,) si et seulement si (ag : a; : --

- tay) € Zy(I) si et seulement si
(ap:ay:---:a,) € C(X).

(2) Si X =0, alors C'(X) = {(0,0,...,0)} est irréductible. Supposons que X # (). Alors

X est irréductible si et seulement si I est irréductible si et seulement si Z([)

= C(X) est
irréductible.

4.2. La grassmanienne

On se fixe E un K-espace vectoriel. Pour r > 1, considérons

r fois

T’“(E):E®K...®K E

et le sous-espace vectoriel S"(E) engendré par u; ® - - - @ u,. avec uq,

..., u, non distincts. On
appelle

N(E) =T"(E)/S"(E)
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la r-ieme puissance extérieure de E. Si uq,...,u, € E, on note
WA AU = @ Qu, + S(F) € N'(E).
Ainsi uy A--- Au, =0 si uq,...,u, ne sont pas distincts.
On voit que A'(E) = E et on définit A°(F) = K. Sia € A°(E) et w € A"(WW), on définit

aNw = wAa=aw. En outre suppsons que w = u + S"(E) € N'(E) avec u € T"(E) et
w' =v+ S*(F) € N°*(E) avec v € T*(E), on définit

wAw =u®uv+ ST(E) e ANTT(E).

4.2.1. Lemme. Soient {uy,...,u,} C E et 0 une n-permutation. Alors
Ug(1) A =+ A Ug(n) = 5g0(0) (U1 A -+ A up).
Démonstration. Si o = (rs) avec r < s, alors
0 = wy A Aup+us) Ao A(us+us) A Ay
= UL N NU N NUSN - NUyFUL AN ANUs Ao ANUp Ao N Uy,

Ainsi ug Ao - Aug Ao Atup Avos Ay = —(ug Avo- Aup Ao Aug A -++ A uy,). Donc le
lemme est vrai dans ce cas. Supposons m > 1 et le résultat est vrai si o est un produit de
m — 1 transpositions. Supposons que o = 7(rs) avec r < s et 7 est un produit de m — 1

transpositions. Alors

Us() N  ANUgn) = Ur) Ao ANUr) N os Alpey Ao N Uz
= —(uT(l)/\---/\UT(T)/\-"/\UT(S)/\--'/\UT(H)
= (—sgn(7))(ug A+ ANuy) =sgn(o) (ug A= Auy).

4.2.2. Lemme. Soit {uy,...,u,} et {vy,...,v,} des familles de vecteurs de E. Sup-
posons que (vy,...,v,) = (u1,...,u,)A avec A une matrice carrée d’ordre r sur K. Alors
v A A, =det(A) (ug A Awg).

Démonstration. Posons A = (a;j),«,. Alors v; ="  a;u;, j=1,...,r. Donc

' '
Ul/\.../\fur:Z...Z a’ihl'.'a’irﬂ“(u’il/\”'/\u’ir)'

i1=1 ir=1
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Remarquons que iq,...,%, sont deux a deux distincts si et seulement si il existe o € S,
tel que i; = o(j), j = 1,...,r. Et si 41,...,4, ne sont pas deux a deux distincts, alors

wy A+ A, = 0. Ainsi

VA AV, = desr (1)1 " * Qo (r)r (i, A~ Ay,
> ves, Ao(1)1 " Qo) SEU(T) (ug A -+ Auy)
= (X,es 580(0) ao(iys Aogry,r) (ur A Auy)
= det(A)(ug A+ Auy).

4.2.3. Théoréme. Soit E de K-dimension n et soit r < n.

(1) La K-dimension de A"(E) est ().

(2) Si {uy,...,u,} est une K-base de E, alors {u;, A+ Aw;, |1 <ip <.+ <i, <n}est
une K-base de A"(E).

Démonstration. (1) On pose IT = {(j1,...,7-) | 1 < 5 < n}, Q = {(j1,...,Jr) €
IT | ji,...,j- mnondistincts}, A = {(j1,...,5-) € II | ji,...,J distincts} et © =
{G1,... i) [ 1<t <+ <ip <n}. Ona A =U{(isq),---»lom) | (i1,...,0,) € O.}

Remarquons que [II| = n", |©] = (7), A =7!(") et donc |Q =n" —71(7).

Soit {u1,...,u,} une base de E. Alors {uj, ® ---®u;, | (j1,...,jr) € II} est une base de
T7(E). Donc dimgT"(E) = n". Comme dimg A" (E) =dimgT"(E)—dimgS™(F), il suffit de
montrer que dimgS™(E) = n" — (r! —1)("). Pour ce faire, il suffit de montrer que la réunion

Bde{uﬁ@'”@ujr|(j17---ajr>€Q}et

{uiau)@“'@ui - SgH(O')uh@--'@u“ ‘ (il,---,ir)e@, 1#0'€ST}

o(r)

est une base de S"(E). D’abord, B C S"(E) est libre car {u;, ® --- @ u;, | (j1,...,j-) € II}
est libre. Il reste de montrer que S™(FE) est engendré par B.

Soient vy,...,v, € E non distincts. Posons v; = 2?21 a;uj, © = 1,...,r. Alors la
matrice (a;;)rxn admet deux lignes identiques. Donc tout mineur d’ordre r de cette matrice

est nul. Or

MR @ = Y ay, ey, (0, @)+ > ay, g, (g, @),

(jlv"'va)GQ (jlv-"vj’l‘)EA
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Donc il suffit de montrer que la deuxieme somme est une combinaison linéaire de vecturs de

B. En effet,

Z ayj, - Ay, (U, @ -+ uj,)

(J1s--dr)EA

= Z Za”vu) g, (Ui @ @ ugy,)

(315,87 )EO ocESr
= E : § :aliau) C Orig (uia(l) Q- @ Ui, — Sgu (o) uiy @+ @)

(31507 )EO ocESE

+ Z (ngn (o) Wigqy * a?"i(f(r)) (uiy, ® -+ - @ uy,)

(i1,---yir)EO  \OESr

- Z Za“au) Frigy (Uigqy @ @ Ui — sgn (o) u; @ @ u;,)

(41,0507 ) €O OESy

+ Z det aii])rxv") (ui1 - ui7~)

117 by )66

= Z Zall @ " Arigg, (uiau) Q- ® Ui,y — SEI (U) Uy @ & ui»«)-

(11,...,0r)EO CESr
Ce qui montrer que B est une base de S"(E).
(2) La famille {u;, A--- Aw;, |1 <idy <--- <4, <n}engendre A"(E) et donc une base
car dimg A" (E) = (7).

r

4.2.4. Corollaire. Soit {vy,...,v.} C E. Alors v; A--- Av, = 0 si et seulement si

{v1,...,v,.} est lie.
Démonstration. Si {vy,...,v.} est liée, on voit aisément que v; A --- A v, = 0. Sinon,
{v1,...,v.} se prolonge en une base {uy,..., U, Ups1,...,u,} de E. Ainsi ug A -+ A v,

appartient a la base {u; A+ Aw;. |1 <i; <---<i, <n} de A"(F), est donct non nul.

On dit qu'un vecteur w € A"(E) est décomposable si w = vy A---Av, avec vy, ...,v, € E.

On voit ais]’ement que si w est décomposable, alors aw 'est pour tout a € K*.

4.2.5. Lemme. Soient w € A"(E) non nul et {vy,...,vs} C F libre. Si v; Aw = 0 pour
tout 1 <i < s alors s <retw=uwv; A+ Avg Aw; avec wy € A" 5(E).
Démonstration. La famille {v;,...,v,} se prolonge en une base {vy, ..., v, Upi1,..., 05}

de E. Ainsi {vy;, A---Av;, |1 <y <--- <i. <n} est une base de A"(E). Or il existe un
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ensemble non vide A de r-tuples (i, ...,7,) avec 1 <iy < --- < i, < n tel que
w = Z Wiy (Viy N ANV, Gy, € K
(41,yir)EA
On prétend que pour tout (iy,...,%4,) € A, 4; = jsi 1 < j <min{r,s}. Supposons
d’abord que Ay = {(i1,...,4,) € A| 1 <41} est non vide. Alors
v AW = Z Wiy (V1 AV N Ay, ) =0,
(315 ir ) EAL
ce qui contredit que {vy Av;y A= Aw; | 1 <ip < --+ < i, < n} est libre dans A"TH(E).
Donc i; = 1 pour tout (i1, ...,4,) € A. Supposons que 1 < j <min {r, s} et I’énoncé est vrai
pour j. Supposons que A1 = {(41,...,%,) € A| j+1 <41} est non vide. Alors
Vi Aw = Z (=1, (0L A A0 AV A Ao Ay ) =0,
(3150t )ENj 11
ce qui contredit que {v1 A+ Av; Avjp1 A Ao Ay | § <djyn <o <dp < nj}est libre
dans A"T1(E). Ainsi I'énoncé est vrai.

Sis>r alorsw=uv A---Av. Aa avec a = ay.., € K = A\°(F) Supposons que s > r,
alors v,.1 Avy A+~ Av, = 0 car a # 0. Ce qui contredit que {vy,...,v,, 0,41} est libre. Donc
s<r.Sir<s,alorsw=uv; A---Avg Aw; avec

wy = Z Qiyoip (Vi N A0, ) € NTH(E).
(i1,..ir)EA

Ce qui acheve la démonstration.
4.2.6. Proposition. Soit w € A"(E) non nul. Alors

wt={u€E|uiAw=0}

est un sous-espace vectoriel de dimension < r. Et dimgw*

= r si et seulement si w € A"(E).
Démonstration. On voit aisément que w' est un sous-espace vectoriel de E. Soit
{v1,...,v,} une base de wt. D’apres le lemme précédent, s < 7.
Si s =r,alors w = (avy) A--- Avg avec a € K* est décomposable.

Si w est décomposable, alors w = uj A- -+ Au, avec uq, ..., u, linéairement indépendants.

Oru;, €wt, i=1,...,r. Ainsi s > r. Ce qui donne s = r. Le résultat est donc prouvé.
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Soient n >r >1et N = (7:) Soit {ey,...,e,} la base canonique du K-espace vectoriel
K™ On appelle {e;, A---Ae;, |1 <y <--- <i, <n} la base canonique de A"(K™). Soit F

un sous-espace vectoriel de dimension » de K™. On prend une base uy,...,u, de F. Alors

UL N ANy = Z Diy-iy (eil /\"'/\6“), @y .y € K.

1< <. < <n

Remarquons que ug A -+ Au, # 0. Ainsi (a,..;, | 1 <43 < ... < i, <n) est un vecteur non
nul de A" et donc détermine un point p(uy, ..., u,) de PV~ Orsi vy,...,v, est une autre
base de F', alors vy A -+ Av, = a(u; A--- Au,), ot a € K* est le déterminant de la matrice
de passage. Ainsi p(vy,...,v.) = p(uq,...,u,). Ainsi le point p(uq,...,u,) est uniquement
déterminé par F' et noté p(F). On appelle {p;,.... | 1 <i; < ... <i, < n} un systéme des

coordonnées de Pliker de F'.

4.2.7. Proposition. Soient F' et GG des sous-espaces vectoriels de dimension r de K™.

(1) Si {uy,...,u,} est une base de F', alors F' = (u; A -+ Au,)t.

(2) F = G si et seulement si p(G) = p(F).

Démonstration. (1) Soit {uy, ..., up, Upiq,...,u,} de K™ telle que {uy,...,u,} est une
base F'. D’abord ui A -+ Au,. Au; = 0 pour tout 1 <7 <r. Ainsi uy A--- Au, Au = 0 pour
tout u € F. D’autre part, {u; A -+ Au, Au; | r < i < n} est une famille libre. Supposons
que u = Y a;u; est tel que uy A~ Aup Au=0. Alors Y7 ai(ug A Aup Aug) = 0.
Ce qui donne a; = 0 pour tout r <7 <n. Donc u € F.

(2) Supposons que p(G) = p(F'). Prenons {vy,...,v,} une base de G. Alors vi A---Av, =

a(uy A -+ Au,) avec a € K*. Par conséquent F' = (u; A+ Aup)t = (v A+ Av)t =G

4.2.8. Lemme. Soient 1 < r < net N = (7). Soient w € A"(E) non nul et
p(w) € PN~=1 déterminé par les coordonnées de w dans la base canonique de A"(K™). Alors
p(w) €Grass (r,n) si et seulement si w est décomposable.

Démonstration. Si p(w) €Grass(r,n), alors p(w) = P(F) avec F' un sous-espace
vectoriel de dimension 7 de K™. Soit {uq,...,u,} une base de F. Alors les coordonnées de
ui A+ - - Au, dans la base canonique de A"(K™) forment un systeme de coordonnées homogenes

de p(w). Ainsi w = a(uy A -+ Au,) avec a € K* est décomposable.

63



Si w est décomposable, alors w = wv; A --- A wv,.. Alors vq,...,v, sont linéairment
indépendants et donc engendrent un sous-espace vectoriel F' de dimension r. Or p(w) =

p(F') €Grass (1, n).

Rappelons que si A est une matrice sur K, alors rg(A) = r si et seulement si A admet un
mineur non nul d’ordre r et tous les mineurs d’ordre r + 1 de A sont nuls. Ainsi rg(A4) < r
si et seulement si tous les mineurs d’ordre r + 1 sont nuls. En outre si B = (f;j)nxn avec fi;

polynémes homogenes de méme degré (peut-étre nul), alors

det(B) = Z Sgn(U)fla(1)f2a(2) T fna(n)

UGSn

est un polynome homogene.

4.2.9. Théoréme. Soient 1 < r < n et N = (7). Alors ggrass(r,n) est un ensemble
algébrique de PN~1 appelé grassmanienne sur K d’indices r, n.
Démonstration. Soit p € PY~1. On se fixe (2,5, | 1 <i; < --- < i, <n) un systéme
des coordonnées homogenes de p. Alors
w = Z Tiyoq, (€5, N Ney)
1<i1<-<ir<n

est un vecteur non nul de A"(K™) tel que p = p(w). Considérons I’application linéaire
T:K"— AN K™ u— uAw.

On a Ker(T) = wt. Soit [T] la matrice de T dans la base canonique de K™ et celle-
ci de A"TH(K™). On voit aisément que chaque terme de [T] est de la forme ez;,..;. avec
e € {0,1,-1} et 1 <4 < --+i, < n. Ainsi les mineurs de [T] sont tous polynomes
homogenes de ;,..;,. Remarquons que rg[T] =dimy(K")— dimg(wt) >n —r.

Or p Egrass (r,n) si et seulement si w est décomposable si et seulement si dimg (w') = r
si et seulement si rg[T] = r si et seulement si rg[T] < r si et seulement si les mineurs d’ordre
r + 1 de [T] sont tous nuls. Ce qui montre que grass(r,n) est un ensemble algébrique de

PY~1 défini par les les mineurs d’ordre r + 1 de [T].

Remarque. On mentionne sans preuve le fait que grass (r,n) est irréductible.
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4.3. Variétés quasi-projectives

Pour tout 1 <i<n, A? ={(ap:ay:---:a,) € P"|a; # 0} est un ouvert de P". Or
Tt A" — Al (ag,. . an)— (ag i rai sl iap e ay)

est bijective ayant pour inverse

Qo ;-1 Qjy1 Qp,

. n n.. . . .

EZAZ — A .(ao.a1.~~-.an)|—>(;,~~-,7,7,---,;).
i i i i

On appelle A? un morceau affine de P*. On a P" = AjU---UAJ.

Par abus de langage, on dit que le polynome nul est de degré d pour tout d > 0.

4.3.1. Lemme. (1) Si f(t1,...,t,) € K[t1,...,t,] est de degré d, alors

Fltorte, .. tn) = t0 f(—, - -,t—”) € Klto, t1, - .-, ts)]
to to

est homogene de degré d.

(2) Si g(to,t1,...,t,) est homogene, alors g,(t1,...,t,) = g(1,t1,...,t,) € K[t1,...,t,].
Et deg(g,) =deg(g) si et seulement si t, [ g. Dans ce cas, (g,)* = g.

(3) Pour tout f € Klty,...,ta), (f*)y = f.

Démonstration. (1) Soit f(ti,...,t,) = fo+ fi + -+ fa, ou fi € K[t1,...,t,] est
homogene nul ou de degré ¢. Ainsi

tl tn
tdfi(—=, -, =
AR

) € Klto, t1, ..., tn)

est homogene nul ou de degré d. Ainsi

d
t t
ot ta) = D tafi(=, o, =
f(Oa 1, ) ) o Of(t()? ’to)

est homogene de degré d.

(2) 11 existe une famille finie Q = {(rg,r1,7,) | ro + 71 + - -+ + 7, = d} telle que

gltostr, o) = D g, P Gy, € K

(ro,r1,mn)EN
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Alors

Gty t) = gLt b)) = Y e, B

(ro,r1,mn)EN

Ainsi deg(g,) =deg(g) si et seulement si il existe (rg,71,---,7r,) € Q tel que rop = 0 si et

seulement si ¢y f¢g. Dans ce cas,

T1 Tn
_ d [ t1 t
fﬁ(to’ tl, oo ,tn) — Z(TO7T17TTL)EQ arorl...rn tO <%> . e <ﬁ>
— To4T1 Tn
= Y oy Grorr, tOE - E

= g(to,th P ,tn)

4.3.2. Proposition. (1) Soit X un ensemble algébrique de A™ défini par fi,..., f. €
Klt1,...,t,]. Alors mo(X) = AN Z,(fF, ..., fh).

(2) Soit Y un ensemble algébrique de P™ défini par ¢,...,9s € Klto,t1,...,t,]. Alors
ALAY = mo(Z(g0)h- -, (0:)).

Démonstration. (1) Si f;(ai,...,a,) =0 pour tout 1 < i <r, alors

fiﬁ(laala-'wan) = fi(al""’an) =0.

Ainsi mo(X) = A2 N Z,(f5 ... fY). Siz = (ag:ar:--:ay) € ALNZ,(fF ..., f1), alors
ao#Oetdoncx:(lzg—;:---:Z—g). Or pour tout 1 <i <,
ay (07% a1 (07%
0= A1, =, ., = fi(=, .2,
fz( 70/07 7a0) f<a0 a/O)
Ainsi z = mo(2, ..., ) € mo(X).

(2) Siz = (ar,...,an) € Z((g1)ps---,(gs)), alors gi(1,aq,...,a,) = 0 pour tout 1 <

i <'s. Ainsi mo(x) € A NY. Réciproquement si y = (ap : a1 : --- : a,) € AjNY, alors
y=@1:2 - 2)et g(l,2,..., %) =0pour tout 1 <i<s Aimsiz = (2,...,2)¢€

Z((g1)b, -, (9gs)s) tel que y = mo(z).

4.3.3. Corollaire. (1) Pour tout 0 <i <n, m; : A" — Al est un homéomorphisme par
rapport a la topologie de Zariski.
(2) Soit X un ensemble algébrique de P™. Alors X; = A’NX,i=0,...,n, sont ouverts
de X tels que
X=XoUXjU---UX,.
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On voit que X; est homéomorphique & 7; '(X) qui est un ensemble algébrique de A™.

On appelle ainsi X; un morceau affine de X.

4.3.4. Définition. Une variété quasi-projective est un ouvert d’un ensemble algébrique

projective ou un ouvert d'un ensemble algébrique affine.

Remarque. Soit X C A™. Alors X est une variété quasi-projective si et seulement si
m;(X) une variété quasi-projective pour un 0 < i < n si et seulement si m;(X) une variété

quasi-projective pour tout 0 <7 < n.
Exemples. GL(n, K) et grass(r,n) sont variétés quasi-projectives.
Soit X et Y des variétés quasi-projectives. On appelle Y une sous-variété de X siyY C X.

4.3.5. Proposition. Soit X une variété quasi-projective. Si Y est un ouvert ou fermé
de X, alors Y est une sous-variété de X.

Démonstration. On peut supposer que X C P™. Alors X est un ouvert d’un ensemble
agébrique Z de P". Si Y est un ouvert de X, alors Y est un ouvert de Z. Supposons
que Y est un fermé de X. Alors Y = F N X avec F un ensemble algébrique de P". Or
Y = (FNZ)NX est un ouvert de F'N Z, qui est un ensemble algébrique de P". Ce qui

montre que Y est une variété quasi-projective en tous cas.
4.4. Fonctions réguliéres sur variétés quasi-projectives

Soient f(to,...,tn),g(tos...,tn) € Klto,...,t,] avec g non nul. On appelle = f €

g
K(to,t1,...,t,) est une forme homogéne de degré zéro si f et g sont homogenes de méme
degré. On dit que 0 est régulicre en x = (ag : ay : -+ : a,) € P™ ¢l existent f,, g, €

Kltg,. .., t,] homogenes de méme degré tels que 6§ = & et g.(ao,...,a,) # 0. Dans ce cas,

on définit
_ fulao,- -, an)
gz(ag, ..., an)

On voit aisément que () est indépendant du choix de représentation de ¢ et du systéme

0(z)

des coordonnées homogenes de x. Par abus de notation, on note également

oo = 25
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4.4.1. Définition. Soient X une variété quasi-projective et ¢ une fonction sur X.
(1) Supposons que X C P™. On dit que ¢ est réguliére si pour tout x € X, il existent
fu, gz € Klto, ..., t,] homogenes de méme degré et un voisinage U, de z tels que pour tout

y=1(bg:--:0b,) € U,,
o fx(bOJb17"'7bn)
¢<y) a gx(b07b17 RN 7bn>

(2) Supposons que X C A™. On dit que ¢ est réguliere si ¢ o gy est réguliere sur my(X)

dans le sens ci-dessus.
Exemples. (1) La fonction
gbij:A;”—>K:(a0:a1:---:an)»—>¥

est réguliere.

(2) Une fonction constante sur X est réguliere.

4.4.2. Proposition. Soit X une variété quasi-projective. Alors une fonction ¢ sur X
est réguliere si et seulement si pour tout = € X il existe un voisinage U de z tel que ¢|y est
réguliere.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Supposons que X C P". Soient x €

X et U un voisinage de x tel que ¢|y est réguliere. Ainsi il exsitent un voisinage V' de = dans

Uet f,g € Klto,...,t,] homogenes de méme degré tels que pour tout y = (bg : -+~ : b,) € V,
_f(b()’bl?"'?bn)
gb(y) g(b())bla"'?bn).

Comme V est un voisinage de x dans X, on a 6 est réguliere.
Supposons que X C A", Soit x € mo(X). Alors il existe un voisinage U de go(x) tel que
¢ : U — K est réguliere. Donc m(U) est un voisinage de z tel que ¢ o gq : mo(U) — K est

réguliere. Donc ¢ o gg : mo(X) — K est réguliere, c’est-a-dire, ¢ est réguliere.

4.4.3. Proposition. Soit X une variété quasi-projective. Alors ’ensemble K[X] des
fonctions régulieres sur X est une K-algebre.
Démonstration. On peut supposer que X C P". Soient ¢q, ¢y € K[X]. Soit xz € X.

Pour i = 1,2, il existent f;, g; € K]lto,...,t,] homogenes de méme degré et un voisinage U;
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fily)

de x tels que ¢;(y) = () Alors U = U; NUs; est un voisinage de x tel que pour tous y € U
et a e K, Z
_afi(y) (g2 fi+ a1 f2)y) _ (fif2)()
o) =gy W =" Y = Gy

Ainsi agy, ¢1 + ¢2 P12 € K[X].

Remarque. K[X] n’est pas nécessairement de type fini en tant que K-algegre.

4.4.4. Proposition. K[P"] = K.

Démonstration. Soit ¢ € K[P"]. Pour tout « € P, il existent f,, g, € Klto,...,tn]
)

homogenes de méme degré et un voisinage U, de x tels que ¢(y) = W) pour tout y € U,.
9z\Y

On peut supposer que f, et g, sont co-premiers. Supposons que f, et g, sont non constants

pour un z € P". Alors il existe v = (ag : -+ - : a,) € Z,(g.). Comme P™ est irréductible,
U, N U, est non vide. Remarquons que pour tout y € U, N U,,

fy) _ foly)
9:(y)  90(y)

On a f.g,—g. f, s’annule sur U,NU,. Ainsi f.g,—g. f, s’annule sur P" car P" est irréductible.
Par conséquent, f.g, — g.f, s’annule sur A". Donc f,g, = g.f,. Ce qui donne g, | g.. En
particulier, g,(aq, . ..,a,) = 0, c’est-a-dire, g, s’annule en v, une contradiction. Ce qui acheve

la démonstration.

4.4.5. Proposition. Soit X C A" une variété quasi-projective. Une fonction ¢ sur

X est réguliere si et seulment si pour tout z € X, il existent f,, g, € Klt1,...,t,] et un
voisinage U, de z tels que ¢(y) = % pour tout y € U,.
9Gx\Y

Démonstration. Supposons que ¢ o gq est réguliere sur mo(X). Soit z € X. Il existent

f,g € Klto, ..., t,] homogenes de méme degré et un voisinage U de mo(x) tels que pour tout
y=(bgp:by:---:by) €U,
f(b07b17 ... 7bn>
o€ = .
(¢ 0)(y) g(b07b17"'7bn)

Or V = g¢(U) est un voisinage de z et f,, g, € Klty,...,t,|. Pour tout z = (by,...,b,) € V,

— o . :f<1’b17"'7bn):fb(bla---abn)
9(2) = (poeo)(L: bz ba) 91,00, 00)  (bos- - bn)
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Supposons maintenant que ¢ satisfait a la condition. Soit z € mo(X). Alors x = ¢(z) €
et V = my(U,) est un vosinage de z. Alors f, = t&" ft g, = tl gt € Kl[to, t1,...,t,] sont

homogenes de méme degré, ou d, et e, sont les de degrés de f, et g, respectivement. Pour

tout y = (ap:ay:---:a,) €V,
a an Jo(Gy %) fulag,ar,. .., ay
(¢o€0)(y):¢<—,...,—>: Z(l) s = ( )
o o gx(aw- ’a_()) 9:(ao, ax, . .., a)

Par conséquent, ¢ o €, et donc ¢, est réguliere.

On montrera que pour un ensemble algébrique affine X, la notion de fonction rguliere

sur X définie dans coincide avec celle-ci définie dans la définition 3.4.1.

4.4.6. Proposition. Soit X un ensemble algébrique de A™. Soit ¢ une fonction sur X.
Alors ¢ est réguliere dans le sens de la définition 3.4.1 si et seulement si ¢ est réguliere dans
le sens de la définition 4.4.1.

Démonstration. Il suffit de montrer que ¢ est réguliere dans le sens de la définition
3.4.1 si et seulement si ¢ satisfait a la condition énoncée dans la proposition 4.4.5. La nécesité
est triviale.

Supposons que ¢ satisfait a la condition. Soit z € X. Alors g,(x) # 0 et g.(y)o(y) =
f2(y) pour tout y € U,. Comme X\U, est fermé et = ¢ X\U,, il existe h, € Z(X\U,)
tel que hy(z) # 0. Alors (he(y)9:(y))d(y) = ha(y) fo(y) pour tout y € X et (heg.)(z) # 0.
Ainsi on peut supposer que g,(y)o(y) = f.(y) pour tout y € X et g,(z) # 0.

Or Zx(gs|x, v € X) = 0. Ainsi K[X] = (¢u|lx, * € X) = (9uy|x,--+, 92, |x). Par
conséquent, il existent h; € K[t1,...,t,] tel que 1 = Y""_| ga,|xhi|x. Donc pour tout y € X,

Ainsi ¢ est réguliere dans le sens de la définition 3.4.1.

4.4.7. Lemme. Soient X une variété quasi-projective et ¢ € K[X].

(1) Si ¢(x) # 0 pour tout z € X, alors ¢! € K[X].

(2) Si ¢(x) # 0, alors il existe un voisinage V' de z tel que ¢(y) # 0 pour tout y € V.
(3) SiY est une sous-variété de X, alors ¢|y € K[Y].
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Démonstration. On peut supposer que X C P". Pour tout = € X, il existent f,, g, €
Klto, ..., t,] homogenes de méme degré et un voisinage U, de z tels que pour tout y = (bg :

b)) € U,
B fu(bo, by, ..., by)
QS(y) g:(:(b0>bla---7bn).

(1) Supposons que ¢(z) # 0 pour tout z € X. Alors pour tout y = (by : -~ : b,) € U,
f(bo, b1, ..., b,) # 0 car ¢(y) # 0. Donc

~1 . ga:(b07b17-~-;bn)
o) = e by b)

Par conséquent ¢! € K[X].

(2) Supposons que ¢(x) # 0. Alors © € Z,(f). Ainsi V. = U N (P™"\Z,(f)) est un
voisinage de z. On voit aisément que ¢(y) # 0 pour tout y € V.

(3) Soit Y C X. Pour tout z € Y, V, = U, NY est un voisinage de = dans Y. Or pour
tout y = (b : -+ - : by) € V,

o fI(bOJb17"'7bn)
¢(y) gx(bo,bl,...,bn).
Ce qui montre que ¢|y € K[Y].

4.5. Applications régulieres de variétes quasi-projectives

On considere maintenant les applications régulieres entre les variétés quasi-projectives.

4.5.1. Définition. Soient ¢ : X — Y une application de variétés quasi-projectives.

(1) Supposons que Y C A™. On dit que ¢ est réguliere §’il existent ¢y, ..., ¢, € K[X]
tels que ¢(x) = (¢1(x), ..., ¢m(x)) pour tout z € X.

(2) Supposons que Y C P™. On dit que ¢ est réguliére si pour tout z € X et pour un i
tel que ¢(x) € A"

7 7

il existe un voisinage U, de z tel que ¢(U,) C A" et g;0¢ : U, — A™

est réguliere dans le sens ci-dessus.

Remarques. (1) Une fonction réguliere sur X est une application réguliere de X dans
Al

(2) Si X et Y sont des ensembles algébriques, alors la régularité de f définie ci-dessus

coincide avec celle-ci définie dans la définition 3.4.1.
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Exemple. Les applications

mic A" — Al (ay, .. an) (g iaio s Liag e ay)
et
ei:A?—>A":(a0:---:an)H(@,...,ai_l, ai“,...,a—n)
a; Q; Q; Q;

sont régulieres.

4.5.2. Proposition. Soit ¢ : X — Y une application réguliere de variétés quasi-
projectives avec Y C P™. Alors pour tout z € X et tout j tel que ¢(x) € A", il existe un
voisinage V' de z tel que ¢(V) C AT et g;0¢: V — A™ est réguliere.

Démonstration. Soit x € X tel que ¢(z) € A* avec 0 < j < m. D’apres la définition,
il existe un voisinage U de X et ¢y, ..., ¢, € K[U] tels que ¢(U) C A" pour un 0 < i <m

et (g;09)|lv = (é1,...,Pm). Ainsi pour tout y € U,

O(y) = (o1(y) s - dica(y) 1 dily) =+ dm(y)) -

Supposons que ¢(x) € AT avec j < i. Alors ¢;(z) # 0. Ainsi il existe un voisinage V' de

x dans U, et donc dans X tel que ¢;(y) # 0 pour tout y € V. Or pour tout y € V,

¢1(y) $i-1(y) ¢j1(y) ¢ii(y) 1 dily) ¢m(y))
oi(y) T oiy) T diy) T d(w) T oi(y) di(y) T by )

o0 = (

Comme gzﬁlgzﬁj_l|v,gbj_1|v € K[V], gjo¢p : V. — A™ est réguliere. Ce qui acheve la

démonstration.

4.5.3. Lemme. Soient X et Y des variétés quasi-projectives avec X C A"™. Alors une
application ¢ : X — Y est réguliere si et seulement si ¢ o gg : mo(X) — Y est réguliere.

Démonstration. D’abord supposons que Y C A™. Soient ¢, ..., ¢, les fonctions sur
X telles que ¢ = (¢1,...,¢m). Ainsi ggo ¢ = (g9 0 ¢1,...,600 Pp). Or ¢ est réguliere si et
seulement si les ¢; sont régulieres si et seulement si les €; o ¢ sont régulieres si et seulement
si pogg:my(X) — Y est réguliere.

Ensuite supposons que Y C P™. Supposons que ¢ est réguliere. Soit = € my(X) avec

(poeg)(x) € A" 1l existe un voisinage U de eg(x) tel que ¢(U) C A" et mo¢p: U — A™
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est réguliere. Donc m(U) est un voisinage de x tel que (¢ o go)(mo(U)) = ¢(U) C A" et
giopogy: m(U) — A™ est réguliere. Donc ¢ o gy est réguliere.

Supposons que ¢ o gy est réguliere. Soit z € X avec ¢(x) € AT, 1l existe un voisinage U
de mo(z) tel que (poep)(U) C A" et m; 0 gpgg : U — A™ est réguliere. Donc €(U) est un
voisinage de x tel que (¢(g9)(U)) C A" et ;0 ¢ : g9(U) — A™ est réguliere. Donc ¢ est

réguliere.

4.5.4. Lemme. Soient X et Y des variétés quasi-projectives avec Y C A™. Alors une
application ¢ : X — Y est réguliere si et seulement si mg 0 ¢ : X — m(Y') est réguliere.

Démonstration. Supposons que ¢ est réguliere. Alors (mpop)(X) C Af* et ggo(mpod) =
¢ esr réguliere. Ainsi mpo ¢ : X — mo(Y) est réguliere.

Supposons que mp 0 ¢ @ X — mo(Y) est réguliere. Soient ¢y,..., ¢, les fonctions sur
X telles que ¢ = (¢1,...,¢m,). Soit x € X. Il existe un voisinage U, de x tel que g o
(moo @) : U — A™ est réguliere, c’est-a-dire, ¢ : U — A™ est réguliere. Ainsi il exsitent
1, .., Uy € K[U] tels que pour tout y € U et 1 < i < m, ¢;(y) = ¥;(y). Donc les ¢; sont

régulieres sur X. Par conséquent ¢ est réguliere.

4.5.5. Corollaire. Soient X C A" et Y C A™ des variétés quasi-projectives. Alors
une application ¢ : X — Y est réguliere si et seulement si my 0 ¢ 0 gy : mo(X) — mo(Y) est

réguliere.

4.5.6. Proposition. Soient X C P" et Y C P des variétés quasi-projectives. Alors
une application ¢ : X — Y est réguliere si et seulment si pour tout x € X et tout i tel que

¢(r) € A"

il existent un voisinage U(x, i) de x et fo,..., fm € Klto,t1,...,t,] homogenes

de méme degré tels que pour tout y = (by : --- : b,) € U(x, i), fi(bo,...,bn) # 0 et

¢(y):(f0(b07"'7bn):"':fi(b07"'7bn):"’:fm(b()a"';bn))-

Démonstration. D’abord on montrera la suffisance. Soit x € X tel que ¢(x) € Af.

Alors pour tout y € U,

fl(b()?"'vbn) fn<b07>bn)

(00 @) (y) = (fo(bo,“',bn)"“’fo(bOV‘"b")

).
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fl fn f1

Ainsi T sont des formes homogeges de degré zéro tels que (eg0¢)|y = (%|U7 g lo)
est régt(;liére. Poar conséquent ¢ est réguliere.

Supposons maintenant que ¢ : X — Y est réguliere. Soit z € X tel que ¢(z) € A" 1l
existe un voisinage U de z tel que ¢(U) C A" et (g, 0¢) : U — A™ est réguliere. On peut

supposer que ¢ = (. Alor sil existent des formes homogenes de degré zéro g—i, cee g—” tel que

pour tout y = (by : --- : b,) € U,

(0 0 6)(1) = (fl(bo,...,bn) fn(bo,...,bn))‘

gl(bOa"wbn),”"gn(b07---abn)
Posons hg = g1+ gn, h1 = f192-  Gny - - - s hn = g1+ - g1 fn. Alors les h; sont homogenes de
méme degré tels que pour tout y = (b : -+-: b,) € U, ho(bo,...,b,) # 0 et

(b(y) - (h‘U(bO7 Ty bn) . hl(b07 T ;bn) e hn(b07 T 7bn)
Ce qui acheve la démonstration.

Soit X C P une variété quasi-projective. On voit aisément que U est un ouvert de X si

et seulement si il existent fi,..., f. € K[to,...,t,] homogenes tels que

U={x=(ap: - :a.nX| filag,...,an) #0, i=1,...,7}.

4.5.7. Lemme. Une application réguliere ¢ : X — Y de variétés quasi-projectives est
continue.

Démonstration. On peut supposer que X C P"et Y C P™. Soit V un ouvert de Y non
vide. Alors V; = VNA" avec 0 < i < m est un ouvert contenu dans A" et V = VyU---UV,.

On voit que

U=¢"'(V)=¢"(Vo)U---Us (V).

Posons Uy = ¢~ *(Vp). Soient gy, ..., g, € K|to, ..., t,] homogenes tels que

Vo={y=(o: - :bn) €Y |gibo,....,bn) #0,i=1,...,r}
Soit © € Uy. Alors il existe un voisinage U, et fo, ..., fm € Klto, ..., t,] homogenes de méme
degré tels que pour tout y = (bg : -+- : b,) € Uy, fo(bo,...,bm) # 0 et

o(y) = (folboy---,0n) : -+t fil(boy -, bm).
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Pour tout 1 < i < 7, h; = gi(folto,.. - tn),- -, fm(to,-..,tn)) € Klto,...,t,] est ho-

mogene. Ainsi
Wx:{y:(bobn)eUx|hz(b077bn)7éa ’izl,...,S}

est un voisingae de x dans U, et donc dans X. On voit que ¢(W,) C Vy. Ainsi Uy est
ouvert. De méme tout U; avec 1 <7 < m est ouvert. Donc U est ouvert. Ce qui acheve la

démonstration.

4.5.8. Proposition. Soient ¢ : X — Y et ¢ : Y — Z des applications régulieres de
variétés quasi-projectives. Alors 1 o ¢ est réguliere.

Démonstration. On peut supposer que X C P", Y C P™ et Z C P9 Soit x € X
tel que ¢(¢(z)) € Al. 1l exite un voisinage Uy €t go, - .-, gq € K[to, ..., tn] homogenes de

méme degré tels que pour tout y € Uy, gi(y) # 0 et (y) = (go(y) -1 gi(y) : -+ 1 g4()).
Supposons que ¢(z) € AT. Alors il existe un voisinage U, et fo,..., frm € Klto,... 1]

homogenes de méme degré tels que pour tout y € Uy, f;(y) # 0 et

o) = (foy) = fiw) == fm(w))-
Or V, = U, N ¢ (Ug)) est un voisinage et h; = gi(fo,- - ., fm) € Klto, ... tm), i =0,...,¢
sont homogenes de méme degré. Pour tout y € V,, on a
o(y) = (foly) - fiy) = - fm(y)) € Up(wy-

Ainsi hi(y) # 0 et Y(P(y)) = (ho(y) : -+ : hi(y) = -+ hp(y)). Ce qui montre que 1 o ¢ est
réguliere.

Il suit immédiatement de la proposition précédente.

4.5.9. Proposition. Soient ¢ : X — Y et ¢ : Y — Z des applications régulieres de
variétés quasi-projectives. Alors

(1) ¢* : K[Y] — K[X] :n+— no¢ est un homomorphisme de K-algebres.

(2) (o) =o oy

4.5.10. Définition. Soient X et Y des variétés quasi-projectives. Un isomorphisme

¢ X — Y est application réguliere telle que ¢! est réguliere. Dans ca cas, on dit X et YV

sont isomorphes et on note X =Y.
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Remarque. Un isomorphisme est un homéomorphisme.

Exemples. Soit X C A" une variété quasi-projective. Pour tout 0 <i <n, 7, : X —

mo(X) est un isomorphisme ayant pour inverse ¢; : mo(X) — X.

4.5.11. Théoreme. Si ¢ : X — Y est un isomorhisme de variétés quasi-projectives,

alors ¢* : K[Y] — K[X] est un isomorphisme de K-algebres.

Remarque. La réciproque du théoreme précédent n’est pas valide. Par exemple, pour

tout € P", K[{z}] = K =P".

4.5.12. Définition. Une variété quasi-projective X s’appelle une variété projective ou
variété affine si X est ismorphe a un ensemble algébrique projectif ou un ensemble algébrique

affine respectivement.

Exemples. (1) A? est une variété affine pour tout 0 <i < n.

(2) Soient X ={a € A' |a#0} et Y = {(a,b) € A?| ab=1}. Alors

1
¢p: X —>Y:a— (a,-)
a

est un isomorphisme ayant pour inverse ¢ : Y — X : (a,b) — a. Ainsi X est une variété
affine.

(3) grass(r,n) est une variété projective.

Remarque. Si X est une variété affine, alors K[X] est une K-algebre noéthérienne, et

donc de type fini.

Soit X une variété quasi-projective. On appelle un ouvert U de X est affine si U est une

sous-variété affine de X.

4.5.13. Théoreme. Soit X une variété quasi-projective. Alors tout z € X admet un
voisinage affine.

Démonstration. Soient X C P" et x € X. On peut supposer z € X N Aj. Etant
une variété quasi-projective, X N Ay = Y'\Y;, ou Y3 C Y sont des ensembles algébriques de

P". Comme z ¢ Y7, il existe g(to,...,t,) € Z,(Y1) tel que g(x) # 0. On peut supposer que
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to fg. Or D(g) ={y €Y | g(y) # 0} est un voisinage de . On montrera que D(g) est une
variété affine.
Soit Y = Ip(gl, e 7gm) Posons f = g(l,tl, e ,tn), fz = gl(]_, t1,... ,tn) € K[tl, R ,tn]-

Comme tq [ g, on a f# = g, c’est-a-dire,

tl tn . g(to,tl,...,tn)
f(_7“'a_) - d

olt d est le degré de g. Posons Z =Z(f1,..., fm,tns1f —1) C A™TL. Alors
¢:7Z—D(g):(ar,...,an) — (Liay:---:ap)
est un isomorphisme ayant pour inverse

. oy (G g
w.D(g)—>Z.(a0.a1. .an) < (ao,_,o,,an)>.

) ) 7
Qg ap g
Ce qui acheve la démonstration.

Rappelons que pour tout a € A, S = {l,a,...,d",...,} est multiplicativement stable.

On note

Qa
at

Ay =S"A={) = |n>0, q €A}
=0

4.5.14. Lemme. Soient f, f1,..., fm € K[t1,...,t,] tel que f" & (f1,..., fm) pour tout

r > 0. Alors
Klt1, .. to1]/(f1, o fostnin f — 1) = (K[tl,...,tn]/(fl,...,fm))f,

ol f=f+(fi,- o, fm):
Démonstration. Posons S = {1, f,..., f",..., }. D’abord,

'(ﬂi K[tl,...,tn+1]/<tn+1f—1> — S_lK[th...,tn]
h(th s 7tn7tn+1) + (tn—i—lf - ]-) — h(th ce atna fﬁl)

est un isomorphisme d’anneaux ayant pour inverse

¢ STUK[ty, ... ty) — Kltr, ... tog1]/(tesar f — 1)
Doico Giltn, o ta) 70 = Y0 gty b))ty F (Lagn f — 1),
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¢ ((fb e '7fm>tn+1f - 1)/(tn+1f - 1)) = Sil(flv S 7fm)
Ainsi

K[tla~-->tn+l]/(f17"'7fm7tn+lf_1) = S_IK[tla"'7tn]/S_l(f17"'7fm)
(K1, -l /(fr - fm)) 7 -

1

Ce qui acheve la démonstration.

4.5.15. Théréme. Soient X une variété affine et ¢ € K[X].
(1) D(¢) ={z € X | ¢(x) # 0} est un ouvert affine de X, appelé ouvert principal.
(2)

K[D(¢)] = K[X], = K[X][¢"].

Démonstration. On peut supposer que X est un ensemble algébrique de A™. Or
¢ = flx avec f € K[ty,...,t,]. Donc D(¢) = X\Z(f) est un ouvert de X. Soit Z(X) =

(fi,--., fm) avec fi1,..., fm € K[t1,...,t,]. Remarquons que f & (fi,..., fm). Posons Y =
Z(f1y s fon, ftur1—1) € A" Comme ¢(y) # 0 pour tout y € D(4), ona ¢! € K[D(9)].

Ainsi
n:D(@) =Y :(a,...,a,) — (al,...,an,m>
est un isomorphisme ayant pour inverse 6 : Y — D(¢) : (ay,...,an,@nt1) — (a1,...,a,). Or
Kt ooty /(frs ooy foston f = 1) 2 (Kt -t/ (fry - ) & KXy
est réduit. Ainsi (f1,..., fm, tns1f — 1) est un idéal radiciel. Par conséquent,

K[D(¢p)]| =2 K[Y] = K[t1,. .., taa]/(f1, - fn tan f — 1) = K[X],.

4.6. Fonctions rationnelles
On se fixe X une variété quasi-projective irréductible. On désignera par Z(X) 'idéal de
Klto, t1,...,t,] (respectivement, de K[ti,...,t,]) des polynomes qui s’annulent sur X.

4.6.1. Lemme. Z(X) est premier.

78



Démonstration. On peut supposer que X C P". Soit Z la fermeture de X dans
P™. Alors X est ouvert dans Z. Comme X est irréductible, Z 'est aussi. Ainsi Z,(Z) est
premier. Si f € Z(X), alors f s’annule sur Z car Z est irréductible. Donc Z(X) C Z,(Z).
Par conséquent, Z(X) = Z,(Z) est premier.

4.6.2. Définition. (1) Si X C A", on appelle ! € K(ty,...,t,) avec g € Z(X) une
fonction rationnelle sur X. !

(2) Si X C P", on appelle f € K(to,...,t,) avec f,g homogenes de degré zéro et
g € Z(X) une fonction mtionnellegsur X.

4.6.3. Proposition. (1) Les fonctions rationelles sur X forment une K-algebre, notée

Ox.

(2) Les 0 € Ox telles que 0 = S avec f € Z(X) forment un idéal maximal, noté M y.

g
Démonstration. Supposons que X C P". Soient #; = ﬁ,GQ = J2 € Z(X) avec
9 g2
91,92 ¢ Z(X). Comme Z(X) est premier, g1g2 ¢ Z(X). Ainsi
af) — ﬂ’ 0, + 0, — 92/1 +f291’ 0,0, fi/2 € 7(X).
g 9192 9192

Ainsi Ox est un anneau. Si 6 = / € Ox\My, alors f € Z(X). Ainsi 0 est inversible. Ce
g

qui montre que M x est maximal.

4.6.4. Proposition. Supposons que X est un ensemble algébrique irréductible de A"

et K(X) le corps des fonctions rationnelles de X. Alors
K (X ) ~ Oy / Mx.

Démonstration. Soit K (X) le corps des fonctions rationnelles de X. On voit aisément
que

(I):OX—>K(X): —|—>f|—X
g glx

est un épimorphisme de K-algebres avec Ker(®) = My.
4.6.5. Définition. On appelle
K(X)=0x/Mx
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le corps des fonctions de X.

Soit

flotr,. o t) = > gy, L0 T € K, . . ., L]
ro+ritetrn=d
homogene de degré d. Alors

ty t1 i 11 tn
f:tg Z Qrgry .. rnTO %:tgf(L _7---7_)'
ro+ri+-+rn=d tO t t() to to
Par conséquent, si f,g € Klto,...,t,] sont homogenes de méme degré, alors
i_f(l,i—é,...,i—g) fb( "’to)
g g(a%a 71,:5_2) gb(tg""’iz)

4.6.6. Proposition. Si X C A", alors K(X) & K(m(X)).
Démonstration. Pour tout f € Klty,...,t,], f € Z(X) si et seulement si f* €

I(mo(X)), o
f(_17 Y e
(DIOXHOWO(X) Iif—> :f fs
g 9
f b by _ [
est un monomorphisme. En outre si = € Oy (x), alors = € Ox tel que &~ ( ) . Ainsi
9 9 9

® est un épimorphisme tel que (M, (x)) = Mx. Donc K (mo(X)) = K(X).

4.6.7. Lemme. Si U est un ouvert de X, alors K(U) = K(X).

Démonstration. Supposons que X C P". D’abord, U est irréductible car X l'est. Soit
h € Klty,...,ty]. Alors h s’annule sur X si et seulement si h s’annule sur U car X est
irréductible. Ainsi Z(X) = Z(U). Par conséquent, Ox = Oy et Mx = My. Ce qui donne
K(X)=K({U).

4.6.8. Corollaire. Pour toute variété quasi-projective irréductible X, il existe une
variété irréductible affine ou projective telle que K(X) = K(Y).

Démonstration. Soit X C P". Alors X est un ouvert d’un fermé de P". Soit Y
la fermeture de X dans P". Alors Y est irréductible et X est un ouvert de X. Ainsi
K(X)=K(Y).

Le résultat nous dit que pour étudier les corps de fonctions de variétés quasi-projectives,

il suffit d’étudier les corps des fonctions de variétés affines ou projectives.
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4.7. Equivalence birationnelle

Premierement on se fixe X,Y et Z des variétés quasi-projectives irréductibles avec X C

P", Y C P™ et Z C PU.

On dit que 0 € Ox est réguliére en x € X §'il existe f,, g, € K[to,...,t,] homogenes de

. . o ;
méme degré tels que § = — et g, ne s’annule pas en z. Dans ce cas, on pose
xX

qui est indépendant du représentation de 6.

4.7.1. Lemme. Soit 8 € Ox.

(1) U ={z € X | 6 estrégulicre en x} est un ouvert non vide de X, appelé le domaine
de définition de 6.

(2) 0|y est une fonction réguliere sur U.

Démonstration. Soit z € U. Alors U, = {y € X | g.(y) # 0} est un voisinage de z. Et

pour tout y € U,,
fa(y)
0(y) = )
) 92(y)

Ainsi U, C U. Par conséquent U est ouvert. En outre, 0|y est une fonction réguliere.

4.7.2. Lemme. Soit 6 € Ox. Alors 6 € Mx si et seulement si il existe un ouvert non
vide U de X sur lequel 6 est réguliere et s’annule.
Démonstration. Supposons que 6 est réguliere et s’annule sur un ouvert non vide U.

Pour tout x € U, il existe f,g € Klto, ..

[aR—

»] homogenes de méme degré et un voisinage U,

Lt
f()
(y)

vide et f s’annule sur U N U,. Encore comme X est irréductible, f, s’annule sur X. Ainsi

0 e Mx.

<

de x tels que pour tout y € Uy, 0(y) = . Comme X est irréductible, U N U, est non

S

Supposons que € My et U est le domaine de définition de 6. Alors 6 = i avec

9
f € Z(X). Ainsi pour tout y € U, on a 0(y) = f(y) _

9(y)
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Soient 6y, ...,0, € Ox. On appelle 8 = (6y : --- : 0,,) une application rationnelle de
X dans P™. On dit que 6 est réguliecre en x € X si les 6; sont toutes régulieres en x et

(Oo(z) : -+ : 0,(x)) € P™. Dans ce cas, on pose 0(x) = (6p(x) : -+ : O (x)).
4.7.3. Lemme. Soit § = (6p : ---: 0,,) : X — P™ une application rationnelle. Alors
U={xe€ X | 0 est réguliere en x}

est un ouvert non vide de X, appelé le domaine de définition de 6.

Démonstration. Comme X est irréductible, il existe z € X tel que les ; sont toutes

régulieres en z. Or il existe un voisinage V' de z tel que pour tout y € V, 0;(y) = figy;, ol
gi\y

Ji € Ox. Remarquons que V, = {y € V| fi(y) # 0 pour un 0 <i < m} est un voisinage

Gi

de z et V, CU. Ainsi U est ouvert.

4.7.4. Définition. Une application rationnelle @ : X — Y est une application rationnelle
de X dans P™ telle qu’il existe un ouvert non vide U de X sur lequel 8 est réguliere et
O(U) C Y. La réunion de tels ouverts U s’appelle le domaine de définition de 6. En outre,
on appelle

0(X)={yeY |y=0(x) pourun z € X}

I’image de 0; et pour V C Y,
01 (V) ={z € X |0 est réguliere en z et O(z) € V}
le pré-image de V.

4.7.5. Lemme. Soient 6 : X — Y une application rationnelle et U le domaine de
définition de 6.

(1) #: U — Y est une application réguliere.

(2) Si V est un ouvert de Y, alors (V) est un ouvert de X.

Démonstration. Soient 0 = (6y : --- : 0,,) avec by, ...,0,, € Ox. Alors &|v,...,0|v
sont des fonctions réguliere sur U. Soit z € U. Supposons que §(z) € Aj*'. Alors il existe un
voisinage V' de x dans U tel que 6y(y) # 0 pour tout y € V. Ainsi (mg 0 0)(V) C Af* et

(2 O)ly = (Gl s 2o
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Par conséquent, 6 : U — Y est réguliere.
Enfin si V un ouvert de Y, alors §~(V) C U. Comme 6 : U — Y est régulicre, 6~(V)

est un ouvert de U et donc de X. Ce qui acheve la démonstration.

Soit # = (0y : -+ : 0,,) : X — Y une application rationnelle telle que 8(X) est dense
i . . h
dans Y. On peut supposer que 6; = § € Ox, 1 =0,....,m. Soilent n = — € Oy et
g
deg(h) = d =deg(g). Alors

apfo Sy opafo I
FURCG T P9 ) € Kl t]

sont homogenes de méme degré. Soit U le domaine de d’efinition de n. Alors 8(X)NU # 0.
Ainsi il existe z € X tel que f(z)*h(0(z)) # 0. Ce qui donne fég(L, ... )¢ T(X). Par

o v f
conséquent,
FORC, ) R )
not =" =k 7 € Ox.
f 9(77 77) 9(7, 77)
Plus généralement, sin = (ny:---:1,) : Y — Z est une application rationnelle, alors la
composée nof = (nof:---:n,00) est une application rationnelle de X dans Z. Sino6

est réguliere en z € X, alors

(no0)(x) =n(0(x)) = (m(0(x)), ..., mp(0(x)).
Il est évident que la composition d’applications rationnelles est associative.

4.7.6. Proposition. Soient § : X — Y et n: Y — Z des applications rationnelles telles
que 0(X) est dense dans Y et n(Y) est dense dans Z.

(1)
O KY)—> K(X):¢+My— o+ Mx

est un monomorphisme de K-algebres.

(2) (no )" =0"on".

Démonstration. (1) On peut supposer que 0 = (

Jooo o m

. ) avec i € Oy,
i=20,...,m. Si h € K[tg,...,t,] est homogene de degré d, alors h* = fdh(%,...,me) €
Klto,...,t,] est homogene. On a vu que si h ¢ Z(Y), alors h* ¢ Z(X). Supposons main-

tenant que h € Z(Y'). Alors h* s’annule sur le domaine de définition de #. Ainsi h* s’annule
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sur X car X est irréductible, ¢’est-a-dire h* € Z(X). Par conséquent, h € Z(Y') si et selement
si h* € Z(X). Ce qui donne #* est un monomorphisme.

(2) Soit U un ouvert non vide de Z. Alors n(Y) N U est non vide. Ainsi V = n~1(U)
est un ouvert non vide Y. Donc 6(X) NV est non vide. Ce qui donne (7o 0)(X)NU est
non vide. Ainsi (1o 6)(X) est dense dans Z. Or il est évident que (1o 0)* = 0* o n* car la

composition des applications rationnelles est associative.

4.7.7. Définition. Une application rationnelle 6 : X — Y est dite birationnelle si 6(X)
est dense dans Y et il existe une application rationnelle n : Y — X avec n(Y) dense dans X

telle que (no @)y = 1y et ( on)y = Iy avec U un ouvert de X et V un ouvert de Y.

Exemple. Soit X = Z,(t = 2 + t3). Alors

o —2tety t2— 12
IR T T

0= (1 ): PP — X

est une application birationnelle ayant pour inverse

ty — o

): X — P2
131

n=(1:

4.7.8. Lemme. Soit ¢ : X — X une application rationnelle telle que 0" = I (x). Alors
0(x) = z lorsque 6 est réguliere en x.

Démonstration. Posons § = (6 : --- : 6,). On peut supposer que §; = é € Ox.

f

t .
Supposons que t_j € Ox. Alors

)

t—7+MX:6*(t—7+MX)=%+MX.
Ainsi t;f; — t;fi € Z(X) lorsque t; € Z(X). Or si 0 est réguliere en x = (ag : -+ - : a,,) avec

a; # 0, alors 0(z) = (fo(x): -+ fm(x)) = (ag: - am).

4.7.9. Lemme. Si & : K(Y) — K(X) est un monomorphisme de K-algebre, alors il
existe une application rationnelle 6 : X — Y telle que 6(X) est dense dans Y et & = §*.
Démonstration. Soit Z la fermeture de Y dans P™. Alors Z est irréductible et Y est

un ouvert de Z. Supposons que Z = Z,(hy,..., hs) et Y = Z,(h1, ..., hs) NDp(hst1, ..., hy),
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ou hy,...,h, € K[tg,...,t,] sont homogenes et hsy1,...,h. € Z(Y). On peut supposer que

Y N A7 est non vide. Alors ¢y ne s’annule pas sur U. Considérons les fonctions rationnelles

t t
t—l,...,tﬂEOy.Orpourtoutx:(aozal:---:am)EU,ona
0 0
ay Am th b
=1:—:-:—)=(1:— Deee il — .
PRty 1 B )
tl tm . /
Comme x € Z, on a h;(1(x), t—(x), ce t—(x)) = 0, pour tout 1 <1i < s. Par conséquent,
0 0
t t
hi(l, =, 22y e My, i=1,...,s.
to to
ty

De méme, on voit que h;(1, -
0

li .
Soit 0; € Ox tel que 6; + My = <I>(t—+./\/ly) € K(X), ¢« =1,...,m. On peut
0

tm, .
,...,t—)gMX,jzs—l—l,...,r.
0

supposer que 0; = f;f avec f, fi,..., fm € K[to,...,t,] homogeénes de méme degré. Donc
@ =(1:6;:---:0,,) est une application de X dans P™. Pour tout 1 <i <r,
t1 tm
hl<1, 61, PN ,Qm) + MX - @(hz(l, EEEEEE) —) + My)
to lo
Ainsi pour tout 1 < i < s, hy(1,64,...,0,,) s’annule sur X et pour tout s < j < r,

hi(1,64,...,0,,) s’annule sur X. Ce qui implque #(X) C Z. En particulier § est une appli-
cation rationnelle de X dans Z. Comme h,(1,0y,...,0,,) s’annule sur X, U = 0~1(Y) est
non vide et ouvert dans X. Ainsi 6 est réguliere sur U et §(U) C Y. Par conséquent 6 est
une application rationnelle de X dans Y.

Soit V' un ouvert non vide de Y. Comme Y est irréductible, V N A{’ est non vide. Alors
VAL = Z,(h1,....hs) N Dy(g1,---,94), OU G1,-..,94 € Klto,...,tu]\Z(V N AJ") sont
homogenes. De méme, on voit que g;(1,6q,...,0,,) &€ Mx pour tout 1 < i < d. Ainsi
6= (V N AZ') est non vide. Ce qui veut dire que §(X) est dense dans Y.

h
Enfin soit n = — € Oy. On a vu que
g

77 = 1 m
g(lv :_07 71;_0
Ainsi
f(]-aglv' aem)
P = =6
(77 + ./\/ly) 9(1’ 91’ 70m) (7] + My),



c’est-a-dire, ® = 0*.

4.7.10. Théoreme. Il existe une application birationnelle § : X — Y si et seulement si
K(X) = K(Y).

Démonstration. Soient 6 : X — Y et n : Y — X des applications birationnelles
telles que no# = 1y et on = 1y, ou U et V sont les domaines de définition de 1o 6 et
de 0 o n respectivement. Pour tout x € U, [p o (no 0)](z) = ¢[(no0)(x)] = ¢(x). Donc
do(nob)+Mx = ¢+ Mx. Ce qui implique [(6*on*)(p+Mx) = ¢+ My pour tout ¢ € Oy,
c’est-a-dire, 0" o n* = lg(x). De méme, n* 0 * = g (y). Par conséquent, K(X) = K(Y).

Supposons maintenant que ¢ : K(Y) — K(X) est un isomorphisme de K-algebres et
U = &1 Alors il existe applications rationnelles § : X — Y et n : Y — X telles que
0(X) est dense dans Y et n(Y) est dense dans X; et en outre 6* = ® et n* = W. Ainsi

(B on)* = gy et (no )" = lg(x), Par conséquent 6 est birationnelle.

Maitenant on suppose X et Y sont des variétés quasi-projectives irréductibles quelcon-

ques.

4.7.11. Définition. Soient X et Y des variétés quasi-projectives irréductibles quelcon-
ques.

(1) Supposons que X C P" et Y C P™. On dit que X et Y sont birationnelles s’il existe
une application birationnelle de X dans Y.

(2) Supposons que X C A" et Y C P™. On dit que X et Y sont birationnelles si my(X)
et Y le sont.

(3) Supposons que X C P" et Y C A™. On dit que X et Y sont birationnelles si X et
mo(Y") le sont.

(4) Supposons que X C A" et Y C A™. On dit que X et Y sont birationnelles si mo(X)
et mo(Y) le sont.

4.7.12. Corollaire. (1) Les variétés quasi-projectives X et Y sont birationnelles si et
seulement si K (X) = K(Y).

(2) Les ouverts non vide d’une variété quasi-projectives sont deux a deux birationnelles.

Exemple. A" est birationnelle a P™.
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4.7.13. Proposition. Si X et Y sont isomorphes, alors X et Y sont birationnelles.
Démonstration. On peut supposer que X C P" et Y C P™. Soient ¢ : X — Y
un isomorphisme et 1 = ¢~1. Il existe un ouvert Uy de X et fo,..., fmn € Kl[to,t1,. .. tn)

homogenes de méme degré tels que pour tout x € Uy, f;(x) # 0 et

¢(x) = (folz) oo filw) o2 fn(2))

Ainsi

fo o de e
fi fi fi fi
est une application rationnelle de X dans Y telle que 6(y) = ¢(y) pour tout x € Uy. Comme

o=

¢ est un homéomorphisme, §(Uy) = ¢(Up) est ouvert dans Y. Ainsi 6(X) est dense dans Y.
De méme, Il existe un ouvert V) de Y et une application rationnelle n : ¥ — X tels que
n(Y) est dense dans X et n(y) = ¥ (y) pour tout y € Vj.

Or U = 071(8(Uy) NVp) est un ouvert non vide de X et V =~ (n(V,)NUp) est un ouvert
non vide Y. Pour tout z € U, (no0)(y) = n(0(y)) = ¥(¢(y)) = y. Ainsi no 8 = 1. De

méme, # on = 1y,. Ainsi X et Y sont birationnelles.

4.7.14. Proposition. Les variétés quasi-projectives X et Y sont birationnelles si et
seulement si X contient un ouvert U non vide isomorphe a un ouvert non vide V de Y.

Démonstration. Supposons que U = V. Alors U et V sont birationnelles. Ainsi X et
Y sont birationnelles.

Supposons que X et Y sont birationnelles. Soient 6 : X — Y et n : Y — X des
application birationnelles. Soient U un ouvert de X et V un ouvert de Y tels que (nof)|y =
Iy et (Bon)y = 1y. Alors Uy = 07(V)NU est un ouvert non vide de X et Vo =n~1(U)NV.
Alors 0(Uy) = Vy et n(Vo) = Uy. Mais 0 : Uy — Vj et ng : Vo — Uy sont régulieres et donc

sont des isomorphismes. Ce qui acheve la démonstration.

87



Chapitre V: Dimension de variétés

5.1. Dimension d’espaces topoloiques

Partout dans cette section, on se fixe T" un espace topologique non vide. On dit que T’

décomposable s’il est une réunion finie de fermés irréductibles.

5.1.1. Proposition. Soit 7" un espace topologique décomposable. Alors T admet
seulement un nombre fini des fermés irréductibles maximaux 711, ..., T, appelés composantes
wréductibles de T'. En outre,

(H)T=T1U---UT,.

(2) Si F est un fermé irréductible de T, alors F C T; pour un 1 <i <.

(3) Tout ouvert U de T est décomposable ayant pour composantes irréductibles les U NT;
non vides.

Démonstration. Soit 7' =T; U ---UT, avec T; fermé irréductible. Supposons T; Z T}
si i # j. Soit F un fermé irréductible de T. Alors F' = (FNF)U---U (FNF,). Ainsi
F=FNT, CT,pourun 1 <7 <r. Si F' est maximal parmi les fermés irréductibles, alors
T =T, Pourtout 1 < j <r,siT; C F,alors T; CT;. Ainsi¢ = j et T; = F. Ce qui montre
que les T; les fermés irréductibles maximaux de T'.

Enfin soit U un ouvert de 7. Alors U = (UNTy)U---U (U NT,) avec UNT; fermé de
U. Supposons que U NT; est non vide. Alors U N U; est irréductible car il est un ouvert de
T;. Pour tout j # 4, (UNT;) N (U N (T;\T;) est non vide car T;\T; est un ouvert non vide
T;. Ce qui montre (U NY;) € (U\Y;) pour tout j # i. Ainsi les U N'Y; non vides sont les

composantes irréductibles de U.

5.1.2. Lemme. Soit {U; | i € I} est une famille d’ouverts de T" tel que ' = U{U; | i € I}.
Alors une partie F' de T est fermée si et seulement si F' N U; est fermée dans U; pour tout
1€ 1.

Démonstration. D’abord, U; = T\ F; avec F; un fermé de T'. Supposons que F'NU; est
fermé dans U; pour tout ¢ € I. Alors F'NU; = G; NU; avec G; un fermé de T'. 11 suffit de
vérifier que F' = N G; U F;. Soit a € F. Alors pour tout i € I, a € U; ou a € F;. Donc
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a € FNU; = FNG;oua € F;, et donc a € G; U F; pour tout i € I. Ainsi F' C Ne; G; U F;.
D’autre part, supposons que a € G; U F; pour tout ¢ € I. Or a € U; pour un j. Ainsi a € Fj.
Ce qui donne a € G. Donc a € G;NU; = FNU;. Par conséquent, a € F. Ce qui acheve la

démonstration.

5.1.3. Définition. La dimension de T, notée dim(7T"), est la borne supérieure des
longueurs n des chaines

FhFbCFC---CF,

de fermés irréductibles de 7.
Remarques. On définit dim(0)) = —1.

Exemples. Si T contient un seul point, alors dim(7") = 0.

(2) Si T est séparé, alors dim(7") = 0.

5.1.4. Lemme. Soit S un sous-espace de 7. Soient F un fermé de S et F la fermeture
de F' dans T

(1) F=SNnF.

(2) Si F est irréductible, alors F est irréductible.

Démonstration. (1) Comme F' est fermé dans S, F = GN S avec G un fermé de 7.
Ainsi FCG. Or FCFNSCGNS=F.Donc FCFNS.

(2) Supposons que F' est irréductible. Si F = G, UG, avec Gy, Gy fermés dans T. Alors
F =(SNG)U(SNGs) avec SNGy, SNG; fermés dans S. Ainsi F = SNGy ou F = SNGs.
Donc FF C G4 ou F C Gs. Ce qui donne F C G; ou F C G,. Par conséquent F' = G; ou
F = G,. Donc F est irréductible.

5.1.5. Proposition. Soient 7" un espace topologique et S un sous-espace de T'. Alors
dim(S) <dim(7).
Démonstration. Soit

FFCF,C---CEF,

est une chaine de fermés irréductibles de S. Alors F; est un fermé irréductible de T tel que
F,=F,NS,i=0,...,n. Ainsi

WCF C---CF,
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est une chaine de fermés irréductibles de T. Par conséquent, dim(S) <dim(7").
Si dim(7T") est fini, on appelle codim7S =dim(7")—dim(S) la codimension de S dans T.

5.1.6. Proposition. Soit 7" un espace topologique irréductible de dimension finie. Si S
est un fermé propre de T', alors dim(.S) <dim(7T").

Démonstration. D’abord dim(S) = s est fini. Remarquons qu’il existe une chaine
FyCF,C--- CFj

de fermés irréductibles de S. Or

LCFc---CFcCT
est une chaine de fermés irréductibles de T'. Ainsi dim(S) = s <dim(7T).

5.1.7. Proposition. Soient T" un espace topologique et S un ouvert de 7T

(1) Si F' C G sont des fermés de T avec G irréductible et F' NS non vide, alors F NS C
GnNS.

(2) Soit

FhbCF,C---CF,

est une chaine de fermés irréductibles de T. Si .S N Fj est non vide, alors dim(S) > n.

Démonstration. (1) Supposns que FNS=GNS. Soit x € G\F. Alorsx ¢ FNS =
GNS,etdoncz g S. Ainsi z € G\S = GN (T\S). Ce qui donne G = F U (G\F) =
FU(GnN(T\SY)). Donc G C T\S. Ce qui contredit F' NS est non vide.

Maintenant supposons que S N Fj est non vide. Alors
mnSckhnSc---CcF,NS

est une chaine de fermés non vides de S. Remarquons que F; NS est un ouvert de F;. Ainsi

F; N S est irréductible car F; l'est. Ce qui montre que dim(S) > n.
5.1.8. Théoreme. Soit T'=T; U ---UT, avec T} fermé. Alors
dim(T") = sup{dim(7y),...,dim(7,)}.
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Démonstration. Soit F' un fermé irréductible de T'. Alors
F=(FnT)U---U(FNT,).

Comme les F'NT; sont fermés, on a F' = F'NT;, c’est-a-dire, ' C F; pour un 1 <7 <n. Or
si

(%) FhCF,C---CF,
est une chaine de fermés irréductibles de T', alors F,. C T; pour un 1 < i < n. Ainsi (*) est

une chaine de fermés irréductibles de 7. Ainsi
dim(7T) < sup{dim(Ty),...,dim(T,)}.

Ce qui acheve la démonstration.

5.2. Dimension de variétés quasi-projectives

5.2.1. Lemme. Soient A un domaine d’intégrité et P € Spec(A).

(1) Sia € A est non nul non unité et P un idéal premier minimal de (a), alors ht(P) = 1.

(2) Si A est a factorization unique, alors ht(P) = 1 si et seulement si P = (a) avec a
irréductible.

Démonstration. (1) On sait ht(P) < 1. Comme 0 est premier, ht(P) = 1.

(2) Supposons que ht(P) = 1. Prenons a € P non nul et p un diviseur irréductible de a.

Alors (p) est premier. Ainsi P = (p).

5.2.2. Théoreme. Soit A une K-domaine d’intégrité noethérien. Soit P un idéal

minimal de (a) avec a € A non nul. Alors

dim(A/P) = dim(A) — 1.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, ht(P) = 1. D’apres le théoréme de
normalisation, il existe x1,...,x, € A algébriquement indépendants sur K et A est intégral
sur B = Klzy,...,x,]. Remarquons que B est a factorisation unique et dim(A)dim(B) = n.

Posons @ = PN B. Alors ht(Q) =ht(P) = 1. Comme B est a factorisation unique,

Q = (p) avec p(z1, . .., x,) irréductible. Supposons que p contient z,,. SiZy,...,Z,—1 € A/(p)
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sont algf)riquement dépendants sur K, alors il existe un polynome ¢g non nul sur K tel que
9(Z1,...,Tp_1) = 0. Ainsi p|g(x1,...,2,-1) ce qui est impossible car p contient p,. Donc
deg.tr.x B/Q > n—1, c’est-a-dire, dim(B/Q) > n—1. Mais dim(B/Q) < dim(B)—ht(Q) =
n — 1. Ce qui donne dim(B/Q) =n —1. Or B/Q = (B + P)/P et A/P est intégral sur
(B4 P)/P. On a

dim(A/P) = dim((B + P)/P) = dim(B/Q) =n — 1.

5.2.3. Lemme. Soient X une variété affine et ¢ € K[X]. Alors D(¢) = {x € X | ¢(z) #
0} est un ouvert affine de X, appelé ouvert principal.

Démonstration. On peut supposer que X est un ensemble algébrique de A™. Or
¢ = flx avec f € K[t,...,t,]. Donc D(¢) = X\Z(f) est un ouvert de X. Soit Z(X) =
(fi,--s fm) avec f1,..., fm € K[t1,...,t,]. Remarquons que f & (fi,..., fm). Posons Y =
Z(f1,- - fm, ftnr1—1) € A" Comme ¢(y) # 0 pour tout y € D(¢), ona ¢~ € K[D(9)].
Ainsi

1
n:D((ﬁ)_)Y:(al,...,an)H <a1,...,amm>

est un isomorphisme ayant pour inverse 6 : Y — D(¢) : (a1, ..., Gpn, Gpni1) — (G1, ..., Q).

Le résultat nous permet de réduire 1étude de variétés quasi-projectives a létude de variétés

affines.

5.2.4. Théoreme. Une variété quasi-projective X est couverte par un nombre fini
d’ouverts affines.
Démonstration. D’abord supposons que X C A™. Alors X est un ouvert d’'un fermé

Y de A". Ainsi il existe fi,..., f, € K[t1,...,t,] tels que
X={yeY| fily) #0 pour un 1 <i<r}=U_,Dy(f).

Remarquons que D(f;|y) est un ouvert affine de Y, et donc un ouvert affine de X.
Soit X C P", alors
X=(XNAHU---(XNAD).

Remarquons que X N A7 est un ouvert de X qui est isomorphe a une sous-variété de A".

Ce qui acheve la démonstration.

92



5.2.4. Théoréme. Soit X une variété affine. Alors dim(X) =dimK[X]. En particulier,
X est de dimension finie.

Démonstration. Par hypothese, X = Y avec Y un ensemble algébrique de A™. Alors
X est homéomorphe a Y et K[X]| = K[Y]. Ainsi dim(X) =dim(Y) et dimK[X] =dimK[Y].
Rappelons que dimK[Y] est la borne supérieure des chaines d’idéaux premiers de K[Y]. Or

siYy C---CY,_1 CY, est une chaine de fermés irréductibles de Y, alors
Iy (Yo) D -+ D Iy (Yso1) D Iy (Ys)

est une chaine d’idéaux premiers de K[Y]. Réciproquement si Iy C --- C I,y C I, est une

chaine d’idéaux premiers de K[Y], alors
2y (o) DD Zy(Is—1) D Zy(Iy)

est une chaine de fermé irréductibles de Y. Par conséquent, dim(Y) =dimK[Y]. Comme

K[Y] est de type fini, dimK[Y] est fini. Ce qui acheve la démonstration.

Exemple. (1) dim(A") = n.

(2) L’ouvert A" de P™ avec 0 < i < n est de dimension n.

Soit X une variété quasi-projective. Remarquons que si X1, ..., X, sont les composantes

irréductibles de X, alors

dim(X) = sup{dim(X3),...,dim(X,)}.

5.2.5. Théoréme. Soit X une variété quasi-projective irréductible. Alors
dim(X) = deg.tr. x K(X).

Démonstration. D’abord supposons que X est un ensemble algébrique irréductible.
Alors K[X] est un domaine d’intégrité et K (X) est le corps des fractions de K[X]. Ainsi
dim(X) =dimK[X] = deg.tr. x K(X). Ainsi le résultat est valide pour les variétés affines
irréductibles.

En général, prenons une sous-variété affine U de X. Alors K(X) = K(U). Ainsi
deg.tr. gk K(X) = deg.tr. g K(U) = dim(U) < dim(X).
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Soit Yy C -+ C Y,_; C Y, une chalne de fermés irréductibles de X. Prenons =z € Y.
Alors x admet un voisinage affine U,. Or deg.tr. x K(X) = dim(U,) > r. Ainsi dim(X) <
deg.tr. x K(X). Ce qui donne deg.tr. x K(X) = dim(X).

5.2.6. Corollaire. Soit X et Y des variétés quasi-projectives irréductibles.
(1) Si U est un ouvert de X, alors dim(U) = dim(X).
(2) Si X et Y sont birationnelles, alors dim(X) =dim(Y").

Exemples. (1) dim(P™) = n. Par conséquent, toute variété quasi-projective est de
dimension finie.

(2) L’hyperbole X = {(a,b) | ab = 1} est birationnelle a Y = A'\{0}. Ce dernier est un
ouvert de A'. Ainsi dim(X) =dim(Y) =dim(A') = 1.

5.2.7. Théoréme. Soit X une variété quasi-projective non vide. Alors dim(X) = 0 si
et seulement si X est fini.

Démonstartion. Supposons que dim(X) = 0. On peut supposer que X C P™ est
irréductible. Alors X = X NAfU---UXNA” Si XNA? est non vide, alors X N Al est
irréductible. Ainsi Y = g;(X N A?) est sous variété irréductible de A”. Donc Z =Y est un
ensemble algébrique irréductible de A™ de dimension zéro. Donc K(Z) est algébrique sur
K. En particulier, K[Z] est algébrique sur K. Mais K[Z] est une K-algebre de type fini. Ce
qui donne dim g K[Z] est fini. Par conséquent, Z, et donc Y, est fini. Ce qui donne X N A?

est fini pour tout 0 <7 <n. Donc X est fini.

5.2.8. Proposition. Soit X une variété quasi-projective. Si ¢ € K[X] est non unité,
alors Zx(¢) = {y € X | ¢(y) = 0} est un fermé non vide de X.

Démonstration. Supposons que X C P". Comme ¢ n’est pas unité, Y = Zx(¢) est

non vide. Pour tout z € X, il existe un voisinage U, de x et f,, g, € K][to,...,t,] homogenes
de méme degré tels que pour tout y € Uy, ¢(y) = meyg Remarquons que X = Uz € X U,.
9z \Y

Pour tout z € X, YNU, ={y € U, | f.(y) = 0} est un fermé de U,. Ainsi Y est fermé dans
X.

5.2.9. Théoréme. Soit X une variété quasi-projective irréductible. Soit ¢ € K[X] non
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nul et non unité. Si Y est une composante irréductible de Zx(¢), alors
dim(Y) = dim(X) — 1.

Démonstration. On considere premierement que X est affine. On peut supposer que
X est un ensemble algébrique irréductible de A™. Or Zx(Y') est un idéal premier de K[X]
avec (¢) € Zx(Y). Si P est un idéal premier de K[X] avec (¢) C P C Zx(Y), alors Zx(P)
est un fermé irréductible avec Y C Zx(P) C Zx(¢). Ainsi Y C Zx(P), et donc P =Zx(Y).

Ce qui montre que Zx(Y') est un idéal premier minimal appartenant a (¢). Or
dim(Y) = dimK[X]/Zx (V) = dimK[X] — 1 = dim(X) — 1.

Par conséquent, dim(Zx(¢)) = dim(X) — 1.

Supposons maintenant que X n’est pas affine. Soit Y une composante irréductible de
Zx(¢). Prenons y € Y et U un voisinage affine de y dans X. Comme X est irréductible,
¢ ne s’annule pas sur U. Ainsi ¢ = ¢|y € K[U] est non nul et non unité car ¢(y) = 0. Or
Zy() = UN Zx(¢) est un ouvert de Zx(¢). Ainsi UNY = Zy (1) NY est une composnate
irréductible de Zy(1)). Par conséquent,

dim(Y) =dim(UNY) =dim(U) — 1 = dim(X) — 1.
Ce qui acheve la démonstration.

5.2.10. Corollaire. Soit X un ensemble algébrique irréductible de A™ ou P". Alors X
est une hypersurface si et seulement si X est de codimension 1.

Démonstration. Si X = Z(f) avec f un polynéme non nul et non unité, alors dim(X) =
n — 1. Réciproquement supposons dim(X) = n — 1. Alors Z(X) # 0. Prenons f € Z(X)
non nul et irréductible. Alors X C Z(f). Or dim(X) = n — 1dim(Z(f)). Ainsi X = Z(f)

est une hypersurface.

Exemple. (1) Une courbe irréductible de A? ou P? est de dimension 1.

(2) Une surface irréductible de A? ou P? est de dimension 2.

En général, une variété quasi-projective irréductible de dimension 1 ou 2 s’appelle une

courbe ou surface, respectivement.
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5.2.11. Théoreme. Soit X une variété quasi-projective irréductible. Soient ¢1,..., ¢4 €

K[X]. Si Y est une composante irréductible de Zx (¢, ..., dq), alors
dim(Zx(¢1,. .., dq)) > dim(X) — d.

Démonstration. Le résultat es vrai pour d = 1. Supposons que d > 1 et le résultat
est valide pour d — 1. Comme Zx (1, ...,¢q) € Zx(¢1,...,0a-1), Y est contenue dans une
composante irréductible F' de Zx(¢1, ..., ¢q—1). Posons ¢ = ¢,|p. AlorsY C FNZx(¢m) =
Zp(1). Supposons que Y C G avec G un fermé irréductible de Zg(¢)). Alors G est un fermé
irréductible de Zx (1, ..., ¢q) car F N Zx(¢pp) est fermé. Ainsi Y = G. Ce qui implique Y

est une composante irréductible de Zr(1)). Si ¢ = 0, alors
dim(Y) = dim(Zr(¢)) = dim(F) > dim(X) — d + 1.

Sinon

dim(Y) = dim(Zr(¢0)) — 1 = dim(F) — 1 > dim(X) — d.
Ce qui acheve la démonstration.
Remarque. On n’a pas I’équalité en général. Par exemple, on peut avoir ¢; = - - - = ¢,,.
5.2.12. Théoréme. Soient X C A" et Y C A™ des variétés affines. Alors
dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y").

Démonstration. Soient dim(X) = r et dim(Y) = s. D’apres le lemme de normalisation,
il existe des familles algébriquement indépendantes {uq,...,u,} et {vq,...,v5} de K[X]
et K[Y] respectivement telles K[X] est intégral sur Kus,...,u,] et K[Y] est intégral sur
Klvy,...,v5]. Ainsi K[X x Y] = K[X]| @k K[Y] est intégral sur

I

Kluy, ... u) @ Klvr, ... vs) = Klug, ..o up, vy, .0, 0]

Ainsi dim(X xY) =7 +s.

5.3. Morphisme et dimension
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Soient X et Y des variétés quasi-projectives. On appelle une appliaction réguliere ¢ :
X — Y un morphisme. On dit que ¢ est dominant si ¢(X) dense dans Y (par expemple, si

¢ est surjectif). On voit aisément que la composée de morphismes dominants est dominante.

5.3.1. Proposition. Soit ¢ : X — Y un morphisme dominant de variétés quasi-
projectives irréductible.

(1) La co-restriction de ¢ a un ouvert non vide de Y est dominante.

(2) La restriction de ¢ a un ouvert non vide de X est dominant.

(3) dim(X) >dim(Y").

Démonstration. (2) Soient U et V' des ouverts non vides de X et Y, respectivement.
Alors ¢(X) NV est non vide et donc ¢~ !(V) est un ouvert non vide de X. Comme X est
irréductible, U rencontre ¢~'(V) en un point x. Alors ¢(z) € ¢(U) N V. Ainsi ¢|y est
dominant.

(3) On peut supposer que X C P" et Y C P™. Comme ¢ est dominant, ¢* : K(Y) —
K (X) est un monomorphisme. Ainsi deg.tr.x K(Y) < deg.tr.x K(X). Ce qui donne dim(X) >dim(Y").

Soit ¢ : X — Y un morphisme de variétés quasi-projectives. Si y € Y, on appelle ¢ (y)
la fibre de y. Remarquons que ¢~ ' est fermé. On va étudier la dimension des fibres d'un

morphisme dominant.
Exemple. Soient X = A" et Y = A". Consiérons la projection
p: X =Y (ar,...,0n, Gui1y ey Qupm) = (@1, .., Gp).
Or pour tout y € Y, p~(y) = {y} x Y et donc

dim(p~!(y)) = dim(X) — dim(Y).

5.3.2. Lemme. Soient K C L C M des corps. Alors
deg.tr. kM = deg.tr. ;M + deg.tr. g L.

Démonstration. Si{ui,...,u,} est une base de transcendance de L sur K et {vy, ..., vs}
est une base de transcendance de M sur L, alors {uy, ..., u,,v1,...,0s} est une base de tran-

scendance de M sur K.
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5.3.3. Lemme. Soient X une variété affine irréductible de dimension n > 0 et z € X.
Alors il existe ¢, ..., ¢, € K[X] tels que x € Zx(¢1,...,¢n) et AiIMZx (1, ..., ¢,) = 0.

Démonstration. On peut supposer que X est un ensemble algébrique irréductible
de A™. Comme y # X, il existe f; € Z(x)\Z(X). Or y appartient a une composante
irréductible X; de Zx(f). Comme f; ¢ Z(X), dim(X;) = n — 1. Par récurrence, il existe
for ooy fn € Klt1,...,tn] tels que x € Zx,(f2,..., fn) et dimZx, (fo,..., fn) = 0. Mais
Zx,(fay .oy fu) = Zx(f1,. .., fn). Ce qui acheve la démonstration.

5.3.4. Théoreme. Soit ¢ : X — Y un morphism dominant de variétés quasi-projectives
irréductibles. Soient dim(X) = n et dim(Y') = m.

(1) Si F' est une composante irréductible de ¢~ (y) avec y € Y, alors dim(F) >dim(X)—dim(Y).

(2) Il existe un ouvert non vide U(C ¢(X)) de Y tel que pour tout y € U et toute
composnate irréductible Z de ¢! (y), dim(Z) =n — m.

Démonstration. Remplagant Y par un voisinage affine, on peut supposer que Y est
affine.

(1) I existe ¢1,...,0m € K[Y] tels que Z = Zy(¢1,...,0m) = {¥ = y1,Y2,- -, Yr}-
Posons U = Y\{ys,...,y,}. Alors U est un voisinage de y et Zy(¢1,...,0m) = UNZ = {y}.
Considérons le morphisme dominant ¢ : X — U : z — ¢(z) et ¢; = ¢;|y oy € K[X]. Alors
x € Zx(1,...,0n) si et seulement si ¢;(¢(x)) = 0 pour tout 1 < i < m si et seulement si
P(z) € Zy(d1,. -, dm) = {y}. Ainsi ¢ '(y) = v (y) = Zx(¥1,...,%n). Par conséquent,
dim(Z) > n —m.

(2) Supposons que X est affine. Alors ¢* : K[Y] — K[X] est un monomorphisme de
K-algebres. Ce qui induit un monomorphisme ¢* : K(Y) — K(X) de corps. Posons K[X] =

Klvy,...,v5 avec s > net ¢*(K[Y]) = Kluy,...,u,| avec r > m, ot u; = ¢*(q;) = g;0 ¢ avec
¢; € K[Y]. Remarquons le degré de transcendance de K (vy, ..., v,) sur K(uq,...,u,) est n—
m. On peut supposer que vy, . .., Un_, sont algebriquement indépendants sur K (uy, ..., u,).

Alors il existe un polynéme non nul f; sur K tel que

fivis vi, o U U, ) =0, i=n—m+1,...,s.
Pour tout n—m < i < s, on considere f; un polynéme de v;, vy, . . . Uy, sur K|uy, ..., u,| dont
le coefficient directeur est noté g;(uq,...,u,). Alors g;(u1,...,u.) = gi(q1,...,q-) 0 ¢, i =
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n—m+1,...,;s. Comme g;(uy,...,u,) #0,, U; ={y €Y | (g:(q1,...,4))(y) # 0} est un
ouvert non vide de Y pour tout n —m < ¢ < s. Comme Y est irréductible, NJ_; U; est non
vide. Comme ¢ est dominant, U = ¢(X) NN, U; est un ouvert non vide de Y.

On se fixe y € U. Alors pour tous n —m < i < s et x € ¢ *(y), posons

h’l(t’L7 tlv"'atn—m) = fz(tza tl?"'atn—m; Ul(ﬁv), 7“1”(33)) = fl(tza tl)"'atn—m; Q1(y)> 7Qr($))

Alors le coefficient directeur de h; est g;(q1(y), ..., q-(y)) = (gi(q1,---,¢))(y) # 0. Ainsi
h; # 0 pour tout n —m <1 <'s

Posons w; = v;|yp-1(), @ =1,...,5. Comme X est affine et ¢~ (y) est un fermé de X,
Ko™ ()] = {0ls-10 | 0 € K[X]} = K[wy, ..., wy].
Or pour tous n —m < i <setxed (y),

(h(w;; wiy .. W) (@) = h(vi(x); vi(x), ..., v m(x))
= filvi(x); vi(z),..., 0_m(); wi(z),...,u(x))
= (filvi; v1,. o Upem; UL, ..., u,))(x) = 0.
Ainsi h(w;; wy, ..., Wy_pm) = 0 pour tout n —m < i < s, c’est-a-dire, w;, wy, ..., W,_y, sont
algébriquement dépendants sur K pour tout n —m < i < s. Ainsi dimK[¢ ! (y)] < n —m,
c’est-a-dire, dim¢~1(y) < n —m. D’aprés (1), pour toute composante irréductible Z de
¢ (y), dim(Z) = n —m.

En général soit X = Vi U--- UV, avec les V; des ouverts affines de X. Alors v¢; =
¢lv, + Vi = Y est dominant avec dim(V;) = n. Soit U; un ouvert de Y satisfait a (2). Or
U =U;N---NUy, est un ouvert non vide de Y. Soient y € U et Z une composante irréductible
de ¢~(y). Alors Z N'V; est non vide pour un 1 < i < d. Or ¢; '(y) = ¢~ (y) N V; est un
ouvert de ¢~ !(y). Ainsi v; '(y) N Z = V; N Z est un ouvert de Z ainsi qu'une composante
irréductible de 9; *(y). Par conséquent, dim(Z) =dim(v~(y) N Z) = n — m.

5.3.5. Définition. Soit 7" un espace topologique. Une fonction f : T" — Z est dite

supérieurement semi-continue si pour tout n € Z, {x € T'| f(z) > n} est un fermé de T

5.3.6. Théoréme. Soit ¢ : X — Y un morphisme dominant de variétés quasi-

projectives irréductibles. Alors la fonction
f:x— dim(¢ " (o(2))

99



est supérieurement semi-continue.

Démonstration. Soient dim(X) = n et dim(Y’) = m. Le résultat est trivialement valide
sin =0. Posons X; = {x € X | f(z) > i}. Soit U l'ouvert satisfait a (2) du théoreme
précédent. Alors Z = ¢~ H(Y\U) est un fermé de X avec dim(Z) <dim(X). Sii < n —m,
alors X; = X est femé. Or sii >n — m, alors X; C Z.

Soient Yi,...,Y, les composantes irréductibles de Y\U. Alors Z; = ¢~ *(Y),...,Z, =

¢~ 1(Y;) sont les composantes irréductibles de Z. Considérons ¢; = ¢|z, : Z; — Y;. Alors
{w € Z; | dim(¢;(¢;(x)) > i} = X; N Z;

est un fermé de Z; et donc un fermé de X. Or X; = (X; N Z;)U--- U (X; N Z;) est un fermé
de X.
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