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Problèmes

(PEQ)

{

minx∈ℜn f(x)
sujet à g(x) = 0

g : ℜn −→ ℜm,m ≤ n

(PINEQ)

{

minx∈ℜn f(x)
sujet à g(x) ≤ 0

g : ℜn −→ ℜm

(PLIN)

{

minx∈ℜn cx
sujet à Ax ≤ 0
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Plan

1. Pénalités et barrières 
lassiques.

(a) (PEQ) : Pénalité quadratique (R.

Courant)

(b) (PINEQ) : Barrière logarithmique (Fris
h)

(
) SUMT : Fia

o & M
Cormi
k

2. Critiques et substitutions aux mé-

thodes de pénalité

(a) Mauvais 
onditionnement

(b) (PEQ) : Lagrangiens augmentés

(
) Pénalités exa
tes

3. (PLIN) : Karmarkar

4. Renouveau des pénalités

(a) Comment 
ontourner le mauvais 
ondi-

tionnement

(b) Minimisations appro
hées et extra-

polations
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(
) (PEQ) : Pénalité augmentée

(d) (PINEQ) : Nouvelles fon
tions de

pénalités

(e) Autres aspe
ts numériques

(f) exemple

5. Con
lusion



1 a) (PEQ) : Pénalité quadratique

min
x∈ℜn

f(x)

sujet à g(x) = 0

• Lagrange : 
ondition né
essaire d'optimalité.

Si x∗ est un minimum lo
al pour (PEQ) et

x∗ régulier pour g(x∗) = 0

alors il existe λ∗ :

∇L(x∗, λ∗) = ∇f(x∗) + λ∗∇g(x∗) = 0

L(x, λ) = f(x)+λg(x) est nommé Lagrangien.

Preuve Peut être démontré en utilisant la fon
-

tion de pénalité !
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orthogonalité de ∇f et ∇g

min−5(x+ y) sujet à : x2 + y2 = 1.
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• Quali�
ation des 
ontraintes

x point régulier :

∑
λi∇gi(x) = 0 =⇒ λi ≡ 0.

Si x∗ n'est pas un point régulier de g(x) = 0,

alors impasse.

Exemple : g(x) =
(g1(x)=x

2
1+(x2−1)2

g2(x)=x
2
1+(x2+1)2

)

=
(
1
1

)

.
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• Pénalité

min
x∈ℜn

P(x, r) = f(x) +
1

2r
‖g(x)‖2

∇xP(x, r) = ∇f(x) + g(x)

r
∇g(x)

Soit une suite rk ց 0. Si la suite de points

xk = x(rk) : ∇xP(xk, rk) = 0 a

umule en x̄

régulier pour g(x) = 0 , alors

�

g(xk)
rk

a

umule en λ̄

� ∇f(x̄) + λ̄∇g(x̄) = 0
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P(x,y,1)

0

0.5

1 0

0.5

1

-15

-10

-5

0

5

P(x,y,0.1)
P(x,y,0.001)

P(x, y, r) = −5(x+ y) + 1/2r‖x2 + y2 − 1‖2
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PI(x,y,1)

0

0.5

1 0

0.5

1

-15

-10

-5

0

5

PI(x,y,0.1)
PI(x,y,0.01)

P(x, y, r) = −5(x+ y)+ 1/2r‖(x2 + y2 − 1)+‖2
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f(x,y) + (max(g(c(x,y)),0)**2)*5

0

0.5

1 0

0.5

1

-10

-5

0

5

10

f(x,y) + (max(g(c(x,y)),0)**2)*10

P(x, y, r) = −5(x+ y)+ 1
2r‖g((x2+ y2−1)+)‖2

où g(x) = 4x3 − 9x2 +6x

Points minima lo
aux où (x2 + y2 − 1) > 0
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1 b) (PINEQ) : Barrière logarithmique

min
x∈ℜn

f(x)

sujet à g(x) ≤ 0

• Karush-Kuhn-Tu
ker(KKT) :

Si x∗ est un minimum lo
al pour (PINEQ) et

x∗ satisfait une quali�
ation de 
ontraintes

pour g(x∗) ≤ 0

alors il existe λ∗ ≥ 0 :

∇f(x∗) + λ∗∇g(x∗) = 0

λ∗g(x∗) = 0.

Preuve Peut être démontré en utilisant la fon
-

tion de pénalité !
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�
�
�
�
�
�
�

orthogonalité de ∇f et ∇g

min−5(x+ y) sujet à : x2 + y2 ≤ 1.
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• Quali�
ation des 
ontraintes

x point quali�é :







∑
λi∇gi(x) = 0
λ ≥ 0

λg(x) = 0







=⇒ λi ≡ 0.

Si x∗ n'est pas un point quali�é de g(x) ≤ 0,

alors impasse.

Exemple : g(x) =
(
g1(x)=−x31+x2
g2(x)=−x2

)

≤
(
0
0

)

.

���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������

���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
���������������������������������������������
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• Barrière

min
x∈ℜn

B(x, r) = f(x)− r
∑

(log(−gi(x))

∇xB(x, r) = ∇f(x)− r

g
∇g(x)

Soit une suite rk ց 0. Si la suite de points

xk = x(rk) : ∇xB(xk, rk) = 0 a

umule en x̄ ,

un point quali�é ,

�

−rk
g(xk)

a

umule en λ̄ ≥ 0

� ∇f(x̄) + λ̄∇g(x̄) = 0

� λ̄g(x̄) = 0.

14



B(x,y,1)

0

0.5

1 0

0.5

1
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0

5

10

B(x,y,5)
B(x,y,10)

B(x, y, r) = −5(x+ y) + r log(−x2 − y2 +1)
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1 
) SUMT (PEQ)

∇xP(x, r) = ∇f(x) + g(x)
r ∇g(x) = 0

Θ(x, y, r) =

{

∇f(x) + y∇g(x) = 0
g(x) = ry

Fon
tions impli
ites x(r) et y(r)

Condition su�sante d'optimalité

∇L(x∗, λ∗) = 0

∇g(x∗)d = 0 =⇒ dt∇2
xxL(x

∗, λ∗)d > 0

x∗ point régulier & 
ondition su�sante assure

∇xyΘ(x, y,0) inversible.

16



Au voisinage de x∗, λ∗ sat. les 
ondition su�-

sante d'optimalité

x(r) et y(r) 
onstituent des traje
toires iso-

lées, et di�érentiables en r = 0

r petit entraîne que

� ‖x(r)− x∗‖ ∼ O(r) ;

� on peut extrapoler sur la traje
toire.
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1 
) bis SUMT (PINEQ)

∇xB(x, r) = ∇f(x) + r
g(x)

∇g(x) = 0

Θ(x, y, r) =

{

∇f(x) + y∇g(x) = 0
gi(x)yi = r

Fon
tions impli
ites x(r) et y(r)

Condition su�sante d'optimalité

I∗ = {i : gi(x∗) = 0} Ī∗ = {i : λ∗i > 0}

∇L(x∗, λ∗) = 0

∇gĪ∗(x∗)d = 0 =⇒ dt∇2
xxL(x

∗, λ∗)d > 0

x∗ régulier, 
ondition su�sante et 
ondition

de stri
te 
omplémentarité λ∗I∗ > 0 ⇐⇒ I∗ ≡ Ī∗

assure

∇xyΘ(x, y,0) inversible.

18



Au voisinage de x∗, λ∗ sat. les 
ondition su�-

sante d'optimalité

x(r) et y(r) 
onstituent des traje
toires iso-

lées, et di�érentiables en r = 0

r petit entraîne que

� ‖x(r)− x∗‖ ∼ O(r) ;

� on peut extrapoler sur la traje
toire.

19



2 a) Mauvais 
onditionnement

∇2
xxP(x, r) = ∇2

xxL

(

x,
g(x)

r

)

+
∇g(x)∇g(x)t

r︸ ︷︷ ︸

diverge quand r ց 0

∇2
xxB(x, r) = ∇2

xxL

(

x,
r

g(x)

)

+
∇g(x)Y 2∇g(x)t

r︸ ︷︷ ︸

diverge quand r ց 0

où Y = diag(r/gi(x)).

Murray et Lootsma ont analysé 
e phénomène.
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2 b) Lagrangiens augmentés (PEQ)

La(x, λ, r) = f(x) + λg(x)
︸ ︷︷ ︸

L(x,λ)

+
1

2r
‖g(x)‖2

Observations :

� ∀r > 0, x∗ est un point stationnaire de

La(x, λ∗, r), i.e. ∇xLa(x∗, λ∗, r) = 0 ;

� ∃r̄ : ∀r,0 < r < r̄, x∗ minimum lo
al de

La(x, λ∗, r) ;

� ∇xLa(x, λ, r) ≡ ∇xL(x, λ+
g(x)

r︸ ︷︷ ︸
y

) ;

� Mise-à-jour de λ : pas besoin que r ց 0.
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2 
) Pénalités exa
tes

Di�
ultés liées à rk ց 0.

Pénalité qui ne né
essite pas rk ց 0.

Remplaçer ‖g(x)‖2 par ‖g(x)‖.

Minimisation non di�érentiable.

Il existe des pénalités exa
tes di�érentiables


omplexes.

Utilisée ave
 su

ès en 
ombinaison ave
 les

méthodes SQP.
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PE(x,y,1)

0

0.5

1 0

0.5
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PE(x,y,0.1)
PE(x,y,0.01)

PE(x, y, r) = −5(x+ y) + 1/r‖(x2 + y2 − 1)+‖
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3. Karmarkar(PLIN)

Origine des �méthodes de point intérieur�.

Complexité polyn�miale.

Implantation e�
a
e meilleure que le simplexe.

Relié à la barrière logarithmique.

24



4 a) Mauvais 
onditionnement(PEQ)

Méthode de Newton :

dN = −∇2
xxP(x, r)−1∇xP(x, r)

peut être 
al
ulée autrement :

Θ(x, y, r) =

{

∇f(x) + y∇g(x)
g(x)− ry

∇xyΘ(x, y, r)
(dN
ξ

)

= −Θ(x, y, r)

et ∇xyΘ(x, y, r) est inversible près de r = 0.

25



4 a) bis Mauvais 
onditionnement(PINEQ)

Méthode de Newton :

dN = −∇2
xxB(x, r)−1∇xB(x, r)

peut être 
al
ulée autrement :

Θ(x, y, r) =

{

∇f(x) + y∇g(x)
gi(x)yi − r

∇xyΘ(x, y, r)
(dN
ξ

)

= −Θ(x, y, r)

et ∇xyΘ(x, y, r) est inversible près de r = 0.

Plusieurs te
hniques de points intérieurs

26



4 b) ǫ�Traje
toires�extrapolations(PEQ)

∇xP(x, r) = ψ, ‖ψ‖ ≤ r

Au voisinage de x∗, λ∗ sat. les 
ondition su�-

sante d'optimalité

x(r, ψ) 
onstitue une traje
toire isolée, et

di�érentiables en r = 0, ψ = 0

x̂ = x(r, ψ) +
∂x

∂r
(r+ − r)

︸ ︷︷ ︸

Extrapolation en r

+
∂x

∂ψ
(0− ψ)

︸ ︷︷ ︸

Newton

27



extrapolation
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Propriétés de x̂ :

� ‖x̂− x(r+,0)‖ ∼ O(r2)

� ‖∇xP(x̂, r+)‖ ∼ O
(

r2

r+

)

� ‖∇xP(x̂+ dN , r
+)‖ ∼ O

(

r4

r+

)

Si r+ = rα ave
 α < 2 , asymptotiquement,

x(r+, ψ+) = x̂+ dN , ave
 ‖ψ+‖ ≤ r+.
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4 b) bis ǫ�Traje
toires�extrapolations(PINEQ)

∇xB(x, r) = ψ, ‖ψ‖ ≤ r

Au voisinage de x∗, λ∗ sat. les 
ondition su�-

sante d'optimalité

x(r, ψ) 
onstitue une traje
toire isolée, et

di�érentiables en r = 0, ψ = 0

‖∇xP(x̂+ dN , r
+)‖ ∼ O

(

r4

r+
2

)

Si r+ = rα ave
 α < 4/3 , asymptotiquement,

x(r+, ψ+) = x̂+ dN , ave
 ‖ψ+‖ ≤ r+.
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4 
) Pénalités augmentées(PEQ)

∇xLa(x, λ, r) = ψ, ‖ψ‖ ≤ rβ

Réduire r 
omme dans les pénalités, et

mettre-à-jour λ 
omme dans les lagran-

giens augmentés.

Au voisinage de x∗, λ∗ sat. les 
ondition su�-

sante d'optimalité

x(r, λ, ψ) et y(r, λ, ψ) = λ +
(
g(x)
r

)


onsti-

tuent des traje
toires isolées, et di�éren-

tiables en r = 0, λ = λ∗, ψ = 0
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Propriétés de x(r, λ, ψ) et y(r, λ, ψ) :

� ‖x(r, λ, ψ)−x∗‖ ∼ O(max(r‖λ−λ∗‖, ‖ψ‖)
� ‖y(r, λ, ψ)−λ∗‖ ∼ O(max(r‖λ−λ∗‖, ‖ψ‖)
� ‖∇xLa(x(r, λ, ψ), y(r, λ, ψ), r+)‖ ∼ O

(

rβ

r+

)

� ‖∇xLa(x(r, λ, ψ) + dN , y(r, λ, ψ), r
+)‖ ∼

O
(

r2β

r+

)

Si r+ = rα et ‖ψ‖ < rβ ave
 α < 2β
β+1 et

β ≤ 3 , asymptotiquement,

x(r+, y(r, λ, ψ), ψ+) = x(r, λ, ψ) + dN ,

ave
 ‖ψ+‖ ≤ r+.
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4 d) Pénalités augmentées(PINEQ)

Fon
tions de pénalité :

Pa(x, λ, r) = f(x) + r
∑

λiψ(
gi(x)

r
)

Exemples :

� Pénalité exponentielle : ψ(t) = et ;

� Barrière log modi�ée : ψ(t) = − ln(1 −
t) ;

� Pénalité log�quadratique :

ψ(t) =

{

t+ 1
2t

2
if t ≥ −1

2
−1

4 log(−2t)− 3
8 if t < −1

2

.
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� Auslender, Cominetti & Haddou (ACH97),

� Ben-Tal & Zibulevsky (BZ97),

� Clovis Gonzaga mer
redi.
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E(x, y, r) = −5(x+ y) + re
x2+y2−1

r
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4 e) Autres aspe
ts numériques

Les 
al
uls de

g(x)
r ou bien

r
g(x)

.

Exemple : g(x) = ‖x‖−1. Pré
ision ma
hine de

16 dé
imales : g(x) ∼ O(10−8) possède seule-

ment 8 dé
imales de pré
ision relative, et si

r ∼ O(10−8), g(x)r : 8 dé
imales absolue.

Constant λ : g(x) ∼ O(r), λ+g(x)
r pré
is jusqu'à√

ǫM .

Règle de mise-à-jour : g(x) ∼ O(r2), λ+ g(x)
r

pré
is jusqu'à ǫ
2/3
M .

Pénalité règle de ordre pré
ision

mise-à-jour asymptotique limite

Quad 
onstante 2-steps 2 ǫ
1
2
M

Quad 1er ordre 1-step 3/2 ǫ
2
3
M

ψ,log 
onstante 2-steps 4/3 ǫ
1
2
M

ψ 1er ordre 1-step 4/3 ǫ
2
3
M
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Puisque λ est mal estimé, 
hangeons-le.

Utilisons à la pla
e un estimateur de moindres


arrés :

λ̄ = argminy ‖∇f(xk) + y∇g(xk)‖

Utilisons λ̄ dans L(x, λ)...
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4 f) Un exemple.

min
∑6
i=1 ix

2
i

subje
t to (x1 + x3 + x5)
2 = 1

(x2 + x3 + x4)
2 = 1

x1x6 = 1

Resultats pour

� un algo de pénalité ; λk ≡ 0 ;

� un algo de pénalité augmentée, ave


1. rk+1 = min(rk/5, r
1.1
k ), (suite rk �len-

te�)

2. rk+1 = min(rk/10, r
1.5
k ) ; (suite rk

�rapide�)

� un algo de Lagrangien augmenté ; rk ≡
0.1
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L'algorithme de pénalité quadratique ave
 ex-

trapolations.

rk iter ‖∇La‖ ‖g‖ ∇xL
0.1 1 36.2676 1.29655

2 5.51171 0.72136

3 2.83569 0.30601

4 1.73932 0.57271

5 0.23624 0.44846

6 0.00405 0.46275

0.01 extrapol 12.9047 0.10953

8 0.47485 0.05317

9 0.00044 0.05490

1D-3 extrapol 1.71108 0.00580

11 0.00075 0.00557

1D-4 extrapol 0.17137 0.00056

13 7.4D-07 0.00056

1D-6 extrapol 0.21590 5.6D-06

15 1.4D-08 5.6D-06

1D-9 extrapol 0.02199 5.6D-09

17 1.5D-07 5.6D-09 2D-15

1D-14 extrapol 0.12573 5.6D-14 2.4D-15
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L'algorithme de pénalité augmentée ave
 une

suite lente rk, et une itération de Newton.

rk iter ‖∇La‖ ‖g‖ ∇xL
0.02 7 42.1698 0.40736

8 4.35611 0.04126

9 1.89803 0.04551

10 0.04803 0.02179

11 0.00032 0.02200

0.004 12 0.13351 0.00025

13 0.00028 0.00023

14 4.3D-09 0.00023

0.0008 15 7.9D-05 4.7D-07

16 8.3D-10 4.7D-07

0.00016 17 6.6D-09 2.0D-10

3.2D-05 18 8.3D-11 1.4D-13 7.5D-11

6.4D-06 19 7.7D-11 2.5D-16 9.5D-16
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L'algorithme de pénalité augmentée ave
 une

suite rapide rk, et deux itération de Newton.

rk iter ‖∇La‖ ‖g‖ ∇xL
0.01 7 15.9853 0.05985

8 0.88357 0.01463

9 0.02763 0.01141

10 8.9D-05 0.01128

1D-03 11 0.14452 6.1D-05

12 0.00097 3.0D-05

13 1.5D-08 2.9D-05

3.2D-05 14 3.4D-05 2.4D-09 3.8D-06

15 3.3D-09 2.4D-09 2.5D-12

1.8D-07 16 4.5D-09 6.3D-16 5.6D-12

17 5.4D-09 1.1D-15 2.1D-15
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L'algorithme de Lagrangien augmenté

iter ‖∇La‖ ‖g‖
7 3.91756 0.14905

8 0.40168 0.07565

9 0.00570 0.09141

10 0.05782 0.01805

11 0.00146 0.01932

12 0.00755 0.00406

13 3.6D-07 0.00404

14 0.00140 0.00085

15 4.7D-09 0.00084

16 0.00029 0.00018

17 1.5D-10 0.00017

18 1.0D-05 3.6D-05

19 1.0D-08 7.5D-06

20 4.5D-10 1.6D-06

21 1.9D-11 3.2D-07

22 8.3D-13 6.7D-08

23 3.0D-14 1.4D-08

24 9.3D-15 2.9D-09

...

... et la 
onvergen
e linéaire de taux ∼ r = 0.1.

42



1e-20

1e-10

1

1e+10

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Penalite
Penaug1
Penaug2

Lagaug

43



5 Con
lusion

� Propriétés numériques en
ourageantes.

� Identi�
ation e�
a
e des 
ontraintes a
-

tives.

� Motivation d'études approfondies.

44


